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Aufgabe 1.2

Formen Sie aus den vorgegebenen aussagenlogischen Formeln

natiirlichsprachige Satze.

Beispiel:  Formel:
Aussage 1:
Aussage 2:
Losung:

Q@ (-p——q)

(p—q)
p := "'Der Gegner hat mehr Tore geschossen.”"
q := "'Wir haben verloren.”’

Falls der Gegner mehr Tore geschossen hat,
haben wir verloren.

p: n ist durch 3 teilbar.
g: n ist durch 12 teilbar.

Wenn n nicht durch 3 teilbar ist, ist n auch nicht durch 12

teilbar.
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Aufgabe 1.2

@ (~p¢q)
p: Esist Tag.
q: Es ist Nacht.

Genau dann, wenn es nicht Tag ist, ist es Nacht.

Q@ ((pvV—q)—r)
p: Das Auto ist kaputt.
q: Das Auto hat Benzin im Tank.
r: Man muss das Auto schieben.

Wenn das Auto kaputt ist oder kein Benzin im Tank hat,
muss man das Auto schieben.
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Aufgabe 1.3

Beweisen Sie die Giiltigkeit der folgenden de Morganschen Regel
der Aussagenlogik mit Hilfe einer Wahrheitstafel:

-(pANq) & —pV g

plallprgl-(pAq) | -p|—q]|-pV-g
w | w w f f f f
w | f f w f w w
flw f w w f w
fl|f f w wo|w w

Spalte 4 (linke Seite) und Spalte 7 (rechte Seite) haben dieselben
Wahrheitswerte.
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Aufgabe 1.4

Beweisen Sie die Gliltigkeit einer Variante des Distributivgesetzes
der Aussagenlogik mit Hilfe einer Wahrheitstafel.

pA(qV )< (PAG)V(pAT)

plalr|agVvr|ipA(@Vvr)|pAg|pAr|(pPAg)V(pAT)
W | W | Ww W w w W w
w|w| f w w w f w

w | f|w w w f w w

wi| f|f f f f f f

flwlw w f f f f

flwlf f f f f f

fl1flw f f f f f

f|f|f f f f f f
Spalte 5 (linke Seite) und Spalte 8 (rechte Seite) haben dieselben
Aabrboltcworio
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Aufgabe 1.6

Beweisen Sie das logische Prinzip des indirekten Beweises entweder
mit einer Wahrheitstafel oder durch Anwendung anderer

Logikgesetze.

zu zeigen: (-p—= g)AN(-p——q) = p

(=p = q) A (=p — —q)
- A
RES (=p—q)AN(q—p)
= “p—p
(1.12)
(1.3)

= pVp = p V
(1.6)

Kontraposition)

(

(Kettenschluss)
(Ersetzen der Implikation durch — und V)
(

doppelte Negation)
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Aufgabe 1.6 (Wahrheitstafel)

zu zeigen: (-p—> g)A(—p— —q) = p

plal(p—a)|(=p——q) | (=p—q)A(-p— —q)
w w w w w
w | f w w w
f|w w f f
f|f f w f

(=P = q)A(~p——q) = pv
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Aufgabe 1.7

© Betrachten Sie die Aussageform:
VxeD3dyeD:2.-y=x

Setzen Sie fiir D eine der Zahlenmengen N, Z, R, C ein,
sodass diese Aussageform eine wahre Aussage wird, und
setzen Sie fiir D eine dieser Zahlenmengen ein, sodass diese
Aussageform eine falsche Aussage wird.

wahre Aussagen (da es zu jedem beliebigen x ein y = 3 gibt):
VxeRdyeR:2-y=x
VxeCdyeC:2-y=x

falsche Aussagen (da es zu allen ungeraden x kein y = 3 aus
der jeweiligen Menge gibt):

VxeNdyeN:2-y=x

VxeZ3yeZ:2-y=x
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Aufgabe 1.7

@ Versuchen Sie dasselbe wie zuvor mit den Aussageformen:
VxeDdyeD:2-x=y und IdxeDVyeD:2-x=y

Begriinden Sie, warum bei diesen beiden Aussageformen
immer nur derselbe Wahrheitswert erzielt werden kann.

Die Aussageform Vx € D dy € D : 2. x = y ist beim Einsetzen
jeder der Zahlenmengen N, Z, R und C wahr, da es zu jedem
beliebigen x immer auch ein doppelt so groBes y gibt.

Die Aussageform dx € D Vy € D : 2. x = y ist hingegen bei
jeder der Zahlenmengen N, Z, R und C falsch, da in keiner
der Mengen eine Zahl existiert, deren Doppeltes allen Zahlen
der ganzen jeweiligen Menge entspricht.
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Aufgabe 2.2

Geben Sie folgende Mengen in Elementschreibweise an:

QO A={xeN:x <10}
A=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

@ B={xcR:IycA:x>=y}
B = {_37_\/§7_\/?7_\/67_\/§7 _27_\/57_\/57_1707
1, V23,25, V6.7, VE.3)
Q@ C={xcR:TycA:y’>=x}
C =1{0,1,4,9,16,25, 36, 49, 64,81}

O D={xecR:JycA:x-y=—x}
D = {0}

Q@ E={xeR:3ycA:y=-—x>-1}
E={}
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Aufgabe 2.3

Es sei die folgende Universalmenge Q = {p, q,r,s,t,u, v, w} gegeben.
Gegeben seien die folgenden Mengen A, B und C:
A={p,q,r,s} B={r,u,w} C ={q,s,t,v}

Geben Sie die Elemente der folgenden Mengen an:

Q@ BNnC={}

Q@ AUC ={p,q,r,s,t,v}

Q@ C={p,r,uw}

QO AnBNC={}
(AUB)N(ANC) = {q.5}

A\

ANC ={p,r,t,v}

SI}(B) = {@,{r},{u},{w},{r, U},{ﬁ W}7{U7 W},{r, u, W}}
B(A\(B\ C) ={0.{p}.{a},{s}, {p.a}. {p,s}. {q,s},{p.q,s}}
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Aufgabe 2.4

Bestimmen Sie, ob wahr oder falsch:
Q {} £{2,4,6} wahr
@ {3} € {{1},{2},{3}} wahr
Q@ {2} € {2,4,6} wahr
Q {2} €{0,1,2,3,4} falsch
© {1} C {{0},{L}.{2}} falsch
Q {2,4,6} C {{2},3,4,{5},6} falsch
@ (3,4) = (4,3) falsch
Q (1,2) €{(3,1),(2,1),(4,8)} falsch
9 {(1,2),(3,2)} €{(3,1),(1,2),(2,3),(4,8),(3,2)} wahr
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Aufgabe 2.5

Sind die folgenden Aussagen immer wahr? Belegen Sie lhre
Antwort durch jeweils ein oder mehrere (abstrakte)

Venn-Diagramme. A, B, C konnen dabei beliebige endliche
Mengen sein.

Q@ (ANB)\A=10

immer wahr,
da (ANB)CA

Q@ (ANBNC)#10
nicht immer wahr
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Aufgabe 2.6

Stimmen die folgenden Aussagen fiir eine beliebige Menge M?
Begriinden Sie lhre Antwort.

@ (MNP(M)) € (M)
@ (MNP(M)) < F(M)

Ja. Die Schnittmenge zweier Mengen ist jeweils Teilmenge der
beiden Mengen.

Somit ist (M NP(M)) < B(M)

Und da (M N P(M)) € M ist (M NP(M)) € B(M) weil alle
Teilmengen von M Elemente von ‘B(M) sind.

Beispiel:

M=A{1,{1}} = PM) = {0, {1}, {{1}}, {1, {1}}}
MOB(M) = {{1}}

{{1}} € B(M) und {{1}} < P(M)
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Aufgabe 2.7

Geben Sie {3,0,1,0,1,3} x {301,103,301} explizit an.

{3,0,1,0,1,3} = {0,1,3}
{301, 103,301} = {103,301}

{3,0,1,0,1,3} x {301,103,301} = {0, 1,3} x {103,301}
= {(0.103),(0,301), (1,103), (1,301), (3,103), (3,301)}
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Aufgabe 2.8

Geben Sie eine Menge an, von der (Max, Mustermann, 1960,
Musterstadt) ein Element sein kdnnte.

{(Hans, Hansen, 1980, Hamburg),
(Max, Mustermann, 1960, Musterstadt),
(Jorg, Porath, 1978, Heide)}

oder allgemeiner:
Vornamen x Nachnamen x N x Stadtnamen

wobei Vornamen die Menge aller Vornamen ist,
Nachnamen die Menge aller Nachnamen
und Stadtnamen die Menge der Namen aller Stadte.
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Aufgabe 2.11

Betrachten Sie die Menge
M = {Berlin, London, Deutschland, Paris, Frankreich, Hamburg}

und die Relation ~ auf M mit:
x~y < xliegtim Land y oder

x enthalt als Stadt y oder
x liegt im selben Land wie y oder
x enthalt dieselben Stadte wie y

Begriinden Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist und geben Sie
eine Aufteilung der Menge M an, die zeigt, welche Elemente
zueinander in Relation stehen.

3 Aquivalenzklassen:

Mpeutschiand = {Deutschland, Berlin, Hamburg}
MEngIand = {London}

Meankreich = {Frankreich, Paris}
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Aufgabe 2.11

Die Relation ~ ist reflexiv, symmetrisch und transitiv und somit
eine Aquivalenzrelation:

Reflexivitat: Jede Stadt liegt im selben Bundesland, wie sie
selbst. Und jedes Land enthalt die selben Stadte wie es selbst.
VxeM:x~x

Symmetrie: Wenn eine Stadt in einem Land liegt, enthalt dieses
Land auch diese Stadt und umgekehrt. Wenn eine Stadt im selben
Land wie eine andere Stadt liegt, gilt dies auch umgekehrt. Da
eine Stadt immer nur in einem Land liegt, steht kein Land mit
einem anderen auBer mit sich selbst in Relation, wodurch die
Symmetrie automatisch gegeben ist. Vx,y e M : x ~y & y ~ x

Transitivitat: Da jede Stadt eindeutig einem Land zuzuordnen ist,
wird auch die Transitivitat nicht verletzt.
Vx,y,zEM x~yANy~z = x~zZ

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 2.12

Sei M = {1,2,3,4,5,6}. Konstruieren Sie eine Aquivalenzrelation
R, die aus 3 Aquivalenzklassen besteht. Dabei soll die erste
Aquivalenzklasse aus genau einem Element, die zweite aus genau
zwei Elementen und die dritte aus genau drei Elementen bestehen.
Definieren Sie die Relation R C M x M durch Angabe der
Aquwalenzklassen Geben Sie die Aquwalenzklassen explizit an,
und schreiben Sie dann die Relation als Teilmenge des
Kreuzprodukts explizit auf.

(] Alz{l}
4 A2:{2,3}
o A3:{4,5,6}

o R={(11), (2.2), (2,3)
(5.4), (5,5), (5.6), (6.4), (6,5),
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Aufgabe 2.13 a)

Gegeben sei die Menge M = {1,2,3,4,5}.

@ Konstruieren Sie eine Aquivalenzrelation auf M, welche die
Elemente (1,3) und (5, 3) enthalt, aber nicht die Elemente
(1,2) und (4,5).

R =1{(1,3),(3,1),(5,3),(3,5),(1,1),(2,2),(3,3), (4, 4),
(5,5),(1,5),(5,1)}
@ Geben Sie die Aquivalenzklassen an.

M; = {1,3,5}
M, ={2,4}
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Aufgabe 2.13 b)

Gegeben sei die Menge M = {1,2,3,4,5}

a) Konstruieren Sie eine totale Ordnungsrelation auf M, welche
die Elemente (1,3) und (5, 3) enthalt, aber nicht die Elemente
(1,2) und (4,5).

o RCMxM=1{(11), (22), (3.3), (44), (55), (1,3), (5.3),
(2.1), (54). (2.5), (24), (2.3), (1.5), (1.4), (4.3)}

b) Zeichnen Sie das entsprechende Hasse-Diagramm.

3
|
4
|
5
|
1
|
2
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Aufgabe 2.14

Gegeben sei die Menge M = {{1}, {3},{1,3},{1,2,3}}.

Bilden Sie die Relation {(x,y) € M x M | x C y}. Zeigen Sie, dass
es sich hier um eine Ordnungsrelation handelt, und zeichnen Sie
das zugehorige Hassediagramm.

{(x,y) EMxM|xCy}= {1.2,3} Maximum
{({1}, {13), ({1}, {1,3}), ({1}, {1, 2,3}), |

({3}, {3}), ({3}, {1,3}), ({3}, {1,2,3}), {1.3}

(11,3}, {1,3}), ({1,3}.{1.2,3}), SN
({1a2a3}3{172’3})} {1} {3} Elemente

Die Relation ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv aber nicht
linear und somit eine partielle Ordnungsrelation:

Reflexivitat: Vx e M : x C x

Antisymmetrie: Vx,y e M : x CyAyCx = x=1y
Transitivitat: Vx,y,ze M : xCyAyCz — xCz

keine Linearitat: {1} ¢ {3} A {3} Z {1}
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Aufgabe 2.16

Betrachten Sie die Relation R = "‘ist Teilmenge von"’ auf

{E,O,U,H, G}, wobei

E = {x | Jy : x ist Elternteil von y}

O = {x | Jy : x ist GroBvater oder GroBmutter von y}

U = {x | Jy : x ist UrgroBvater oder UrgroBmutter von y}

H = {x |3y : x und y haben genau 1 Elternteil gemeinsam}

G = {x | Jy : x und y haben mindestens 1 Elternteil gemeinsam}.

E,O,U,H und G sind definiert fiir alle Menschen, die leben bzw.
gelebt haben.

Geben Sie an, ob R total (linear) ist oder nicht. Erstellen Sie ein
Hassediagramm und kennzeichnen Sie die maximalen und
minimalen Elemente bzw. das Maximum und Minimum.

Tipp: Es ist zu beachten, dass zwar alle Menschen genau zwei
Eltern haben, aber nicht notwendigerweise Kinder.
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Aufgabe 2.16

R = ""ist Teilmenge von"" auf {E, O, U, H, G}, wobei

E = {x | Jy : x ist Elternteil von y}

O = {x | Jy : x ist GroBvater oder GroBmutter von y}

U = {x | Jy : x ist UrgroBvater oder UrgroBmutter von y}

H = {x| 3y : x und y haben genau 1 Elternteil gemeinsam}

G = {x | dy : x und y haben mindestens 1 Elternteil gemeinsam}.

G soll die Menge der Geschwister ! sein und H die Menge der
Halbgeschwister.

Auf jeden Fall ist R ist nicht linear, da H in keiner
Teilmengenrelation zu E, O und U steht und auch nicht
umgekehrt:

Jemand, der Kinder hat, muss keine Halbgeschwister haben, und
jemand, der Halbgeschwister hat, muss keine Kinder haben.

!Diese Definition von G ist nicht ganz korrekt, wie spater-gezeigt wird
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Aufgabe 2.16

Das Hasse-Diagramm hangt davon ab, wie man G interpretiert:
Wenn man die Definition von G so wie in dieser Aufgabe festlegt,
dann gehort jeder Mensch zu G, weil er mit sich selbst mindestens
1 Elternteil gemeinsam hat.

Dann ist das die Losung fiir das Hasse-Diagramm:

G
E

H
&)
u
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Aufgabe 2.16

Wenn man G dagegen als Menge von Personen definiert, die echte
Geschwister haben, und festlegt, dass keiner sein eigener Bruder
oder Schwester ist, dann ist das die Losung fiir das
Hasse-Diagramm:

maximale
Elemente ™= E

/

G

H
\

minimale
Elemente U
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Aufgabe 2.17

Entscheiden Sie, welche der folgenden Relationen auf der Menge
aller Menschen
° Aquivalenzrelationen sind,
@ Halbordnungen oder totale Ordnungen sind,
@ Funktionen sind.
Zeigen Sie, dass lhre Antwort korrekt ist (durch Beweis oder
Widerlegung; Sie kdnnen dazu natiirliche Sprache verwenden).
@ x hat dieselben Eltern wie y
@ x ist ein Bruder von y
© x ist groBer oder kleiner als y
@ x ist wenigstens so intelligent wie y
o

x hat y als Mutter
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Aufgabe 2.17 a)

© x hat dieselben Eltern wie y

o Falls beide Eltern dieselben seien sollen:
Aquivalenzrelation, da reflexiv (jeder hat dieselben selben
Eltern wie er selbst), symetrisch und transitiv (Jeder hat nur
ein eindeutiges Paar Eltern. Geschwister haben alle dieselben
Eltern unabhingig von der Reihenfolge ihrer Betrachtung)
Falls nur ein Elternteil gemeinsam ist, kann die Transitivitat
verletzt sein.

o keine Ordnungsrelation, da nicht antisymmetrisch (zwei
verschiedene Geschwister stehen in wechselseitiger Relation)

o keine Funktion, da zwar linksvollstindig (jeder hat dieselben
Eltern wie mindestens er selbst) aber nicht rechtseindeutig
(jeder, der kein Einzelkind ist, steht mit sich selbst und all
seinen Geschwistern in Relation)
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Aufgabe 2.17 b)

@ x ist ein Bruder von y

o keine Aquivalenzrelation, da nicht reflexiv (niemand ist sein
eigener Bruder) und nicht symmetrisch (y kann eine Schwester
von ihrem Bruder x sein). Transitivitat ist gegeben bei
Vollgeschwistern, aber nicht bei Halbgeschwistern.

o keine Ordnungsrelation, da nicht reflexiv (s.0.) und auch nicht
antisymmetrisch (zwei verschiedene Briider stehen
wechselseitig in Relation)

o keine Funktion, da nicht linksvollstandig (Einzelkinder und
Méadchen haben keine Partner) und auch nicht rechtseindeutig
(Briider von mehreren Geschwistern)
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Aufgabe 2.17 ¢)

© x ist groBer oder kleiner als y

o keine Aquivalenzrelation, da nicht reflexiv (gleichgroB ist
ausgeschlossen) und auch nicht transitiv (x kann gréBer sein
als y, y kleiner als z und x genauso groB wie z), aber
symmetrisch (wenn x kleiner ist als y, ist y automatisch groBer
als x und umgekehrt)

o keine Ordnungsrelation, da nicht reflexiv und auch nicht
transitiv (s.0.) Zudem auch nicht antisymmetrisch: Nur zwei
verschieden groBe Menschen konnen wechselseitig in Relation
stehen.

o keine Funktion, da zwar meistens linksvollstandig (solange sich
zu jedem Menschen ein Mensch finden lasst, der kleiner oder
groBer ist), aber nicht rechtseindeutig (es gibt viele
unterschiedlich groBe Menschen)
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Aufgabe 2.17 d)

@ x ist wenigstens so intelligent wie y

o keine Aquivalenzrelation, da zwar reflexiv (jeder ist genauso
und somit wenigstens so intelligent wie er selbst), aber nicht
symmetrisch (unterschiedlich intelligente Menschen).
Transitivitat ist gegeben. (Wenn x wenigstens so intelligent ist
wie y und y wenigstens so intelligent wie z, dann ist x auch
wenigstens so intelligent wie z.)

o keine Ordnungsrelation, obwohl reflexiv und transitiv (s.o.)
und zudem linear (es lassen sich immer zwei beliebige
Menschen beziiglich ihrer Intelligenz vergleichen). Aber nicht
antisymmetrisch, da zwei verschiedene Menschen gleich
intelligent sein konnen und so wechselseitig in Relation stehen.

o keine Funktion, da zwar aufgrund der Reflexivitat
linksvollstandig, aber nicht rechtseindeutig (bis auf max. eine
Ausnahme sind alle Menschen weingstens so intelligent wie
mehrere Menschen)
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Aufgabe 2.17 €)

© x hat y als Mutter

o keine Aquivalenzrelation, da nicht reflexiv (niemand ist seine
eigene Mutter), nicht symmetrisch (niemand hat sein Kind als
Mutter) und auch nicht transitiv (die Mutter der Mutter ist
nicht die Mutter, sondern die GroBmutter)

e keine Ordnungsrelation, da nicht reflexiv und nicht transitiv
(s.0) aber antisymmetrisch (da eine Mutter niemals ihr eigenes
Kind als Mutter hat, konnen Mutter und Kind auch nicht
identisch sein)

o Funktion, da linksvollstandig und rechtseindeutig (jeder
Mensch hat genau eine Mutter)
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Aufgabe 2.18

Betrachten Sie die Mengen M = {1,2,3,4,5} und N = {a, b, c}
Es sei f : M — N eine Funktion mit f(1) = a, f(2) = b.

a) Geben Sie weitere Funktionswerte an, so dass f alle
Funktionseigenschaften erfiillt.
f(3)=c, f(4)=a, f(5)=0b

b) Schreiben Sie f in Relationsdarstellung (als Teilmenge des
Kreuzprodukts) auf.
FCcMxN={(1,), (2,b), (3,¢), (4,a), (5,b)}
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Aufgabe 2.19

Betrachten Sie folgende Mengen und begriinden Sie, welche eine
Funktion von R — R ist und welche nicht:

Q {(x,y) eRxR:x+y=1}
Funktion von R — R, da linksvollstandig und rechtseindeutig:
Fiir alle x € R gibt es genau ein y € R, so dass x +y = 1 gilt.
Dabeiist y =1 — x

Q@ {(x,y) eRxR:x?>+y? =1}
Keine Funktion: Nicht linksvollstandig, da fiir [x|€ R > 1 kein
y € R definiert ist (y? < 0). Zudem nicht rechtseindeutig, da
fur —1 < x < 1 jeweils zwei y mit unterschiedlichem
Vorzeichen existieren.

O {(x,y) eERxR:x3+y3=1}
Funktion, wie bei a) aber mit y = v1—x3
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Aufgabe 2.20

Gegeben sei die Menge M = {1,2,3,4,6,8,12, 16,24, 48}.
Betrachten Sie die Relation
R={(x,y) € M x M| x ist Teiler von y}

@ Untersuchen Sie, ob R eine Aquivalenzrelation oder
Ordnungsrelation (partiell oder total) ist.

partielle Ordnungsrelation (reflexiv, antisymmetrisch, transitiv,
aber nicht linear)

Geben Sie gegebenenfalls die /48\
Aquivalenzklassen oder das 16 24
Hasse-Diagramm an. \8/ \12

° Hier gibt es also ein N
Hasse-Diagramm (siehe N, \3
nebenstehend). N
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Aufgabe 2.20 c)

© Begriinden Sie, warum R keine Funktion ist, und geben Sie
eine Teilmenge von R an, die eine Funktion ist.

nicht rechtseindeutig, z.B. (2,4) und (2,6)

R =
{(1,2),(2,4),(3,6), (4,8), (6,12), (8, 16), (12, 24), (24, 48)}
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Aufgabe 2.21

Gegeben seien folgende Mengen und Relationen:
A={1,2,3,4,5}
B ={a,b,c}
Ri={(1,2):(2,b):(3,¢): (4,b);(5,b)} CAXxXB
Ro={(a;1):(a,2):(a,3):(a,4): (a,5)} S BxA
Ry ={(1,b);(3,c)} CAxB

a) Bilden Sie:
Ra = Rio Ry = {(a,a); (ab); (a,c)}
R5 = R2 o Rl = {(1 1)}
Rs = R3 o Ry = {(a,b); (a,c)}
R7 = Rz o R3 = {}
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Aufgabe 2.21

A={1,2,3,45} B=1{a,b,c}

b) Geben Sie fiir jede der 7 Relationen an, ob sie eine Funktion ist
und begriinden Sie Ihre Antwort.

R = {(17 a); (27 b), (37 C); (45 b), (5v b)}
linksvollstandig und rechtseindeutig = Funktion
R ={(a,1); (a,2); (a,3); (a,4); (a,5)}
nicht linksvollstandig aber rechtseindeutig = keine Funktion
R3 = {(17 b)v (3a C)}
nicht linksvollstandig aber rechtseindeutig = keine Funktion
Ry = Ryo Ry, ={(a,a);(a,b); (a,¢)}
weder linksvollstandig noch rechtseindeutig = keine Funktion
Rs=Ryo Ry = {(17 1)}
nicht linksvollstandig aber rechtseindeutig = keine Funktion
Re = Rz o Ry = {(a, b); (a, c)}
weder linksvollstandig noch rechtseindeutig = keine Funktion
R7 = R2 o) R3 = {}
nicht linksvollstandig aber rechtseindeutig = keine Funktion
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Aufgabe 2.21

A={1,2,3,45} B=1{a,b,c}

c) Geben Sie ferner an, welche der 7 Relationen injektiv bzw.
linkseindeutig und welche surjektiv bzw. rechtsvollstandig ist.
Ry = {(L a); (27 b); (3v C); (4’ b); (57 b)}
nicht injektiv aber surjektiv
Ry = {(a,1);(a,2):(a,3): (a,4); (a,5)}
nicht linkseindeutig aber rechtsvollstandig
Rs = {(1,b); (3, )}
linkseindeutig aber nicht rechtsvollstandig
Ri = Rio Ry = {(a,a); (a, b); (a,c)}
nicht linkseindeutig aber rechtsvollstandig
Rs = Ryo Ry = {(1,1)}
linkseindeutig aber nicht rechtsvollstandig
Re = R3 o Ry = {(a, b); (a, c)}
weder linkseindeutig noch rechtsvollstandig
R7 = R2 (e} R3 = {}
linksvollstandig aber nicht rechtsvollstandig

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 2.21

d) Bilden Sie fiir alle 7 Relationen die Inverse. Ist eine der
Relationen eine umkehrbare Funktion?
Rl ={(1,2);(2,6):(3,¢); (4, b); (5, b)}
' ={(a,1):(5,2)i (c,3): (b,4); (b,5)}
Rzl—{(a 1): (2.2): (a.3): (2,4); (2.5))
Ry = {(L.2); (2.2); (3.2); (4,2); (5.2))
Ry = {(1,5):3,0))
Ry* = {(b,1); (c.3))
Ry = Rio Ry = {(a,a); (a, b); (a, c)}
Ryt = {(a.a)i (b, a)i (c,a)}
R5 = Rz o Rl = {(17 1)}
Rt ={(1.1)}
Re = Rs o Ry = {(a, b); (a, )}
Rs ' = {(b,a): (c,a)}

Keine umkehrbare Funktion!
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Aufgabe 2.22

Gegeben sind drei Grundmengen
M =1{1,2,3,4,5}
N = {a,b,c,d}
P=1{2,3,4,56}
Definieren Sie zwei Relationen R C M x N und R C N x P so,

dass wenigstens eine der beiden keine Funktion ist aber die
Komposition R o Ry trotzdem eine Funktion ist.

o Ry ={(1,a);(2,a):(3,b); (4,¢):(5,6): (5,c)} c Mx N
linksvollstandig aber nicht rechtseindeutig
e R, ={(a,3);(b,5);(c,5}C NxP

nicht linksvollstandig aber rechtseindeutig

e RroR: =1{(1,3);(2,3):;(3,5); (4,5); (5,5)} Cc M x P
linksvollstandig und rechtseindeutig = Funktion
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Aufgabe 2.23

Gegeben sind folgende Funktionen:

Untersuchen Sie diese jeweils auf Injektivitat und Surjektivitat.
Begriinden Sie lhre Aussagen (Nachweis oder Gegenbeispiel!).
Geben Sie (falls moglich) die Umkehrfunktion an.
a) f: R— Rmit f(x) =x%>+x—2

y=x’4+x-2 < 0=x>+x—-2—y

@x:—%i,/%—l—Q—i—y:—%:l: %—i—y

= fiir y < —2 nicht definiert = nicht surjektiv

= fury > —% zwei Urbilder = nicht injektiv
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Aufgabe 2.23

Gegeben sind folgende Funktionen:

Untersuchen Sie diese jeweils auf Injektivitat und Surjektivitat.
Begriinden Sie lhre Aussagen (Nachweis oder Gegenbeispiel!).
Geben Sie (falls moglich) die Umkehrfunktion an.

b) f: R\ {-2} = R\ {1} mit f(x) = (X+2)+1
y:m+1@y—1:(x+2) X;:iz( 71)(X+2):3

S x+2=

y—1 y—1

«: Alle Werte y € R\ {1} werden iiber x = i

ﬁ 2 mit
einem x € R\ {—2} erreicht — surjektiv

= Fijrjedes y € R\ {1} gibt es nur den eindeutigen Wert
—2e R\ {—2} — injektiv

f~1 R\ {1} = R\ {-2} mit f}(x) = 35 -2
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Aufgabe 2.24

Gegeben seien die Mengen M = {a,c,e,g,i} und N = {b,d, f, h}.
Gegeben seien ferner zwei Funktionen F : M — N und G : N — M.

@ Welche Eigenschaft (injektiv, surjektiv, bijektiv,
linksvollstandig, rechtseindeutig) hat F garantiert nicht?
Welche hat G nicht? Bitte begriinden Sie Ihre Antwort.

F : M — N kann nicht injektiv sein, da M machtiger ist als
N, also mindestens zwei Elemente von M auf das gleiche
Element von N abgebildet werden.

G : N — M kann nicht surjektiv sein, da M machtiger ist als
N, also auf mindestens ein Element von M keines von N
abgebildet wird.

Beide Funktionen sind somit auch nicht bijektiv.

@ Konstruieren Sie zwei Funktionen F und G, die wenigstens
alle anderen oben genannten Eigenschaften erfiillen.
F:M— N={(ab),(c,d),(ef) (g, h)(i,h)}
G:N—M={(b,c),(d,e),(f,g),(hi)}
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Aufgabe 2.25

Begriinden Sie, warum es in der Theorie keine bijektive Abbildung
F : Personen — Kalenderdaten — in Form von (Tag, Monat) —
zwischen den Mitgliedern einer FuBballmannschaft und dem
zugehorigen Geburtsdatum geben kann.

Kann zumindest theoretisch wenigstens eine der beiden
Eigenschaften Injektivitat oder Surjektivitat erreicht werden?

e |Kalenderdaten| > |Personen| (366 > 11)
Damit kann es nach dem Schubfachprinzip keine surjektive
Abbildung geben, da mit nur 11 Personen nicht alle 366 Tage
erreicht werden konnen.

@ Wenn alle Mannschaftsmitglieder an unterschiedlichen Tagen
Geburtstag haben, ist die Abbildung immerhin injektiv.
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Aufgabe 2.26

Zeigen Sie, dass die Menge aller Quadratzahlen und die Menge der
naturlichen Zahlen gleichmachtig sind.

Zwei (unendliche) Mengen sind gleichméachtig, genau dann, wenn
eine bijektive Funktion existiert, die die eine auf die andere
abbildet.

Sei M die Menge aller Quadratzahlen, dann ist f : N — M mit
f(n) = n? eine bijektive Funktion, mit der alle natiirlichen Zahlen
auf alle Quadratzahlen abgebildet werden.

Surjektivitat: Die Funktion f erreicht nicht alle natiirlichen Zahlen,
sondern nur die Quadratzahlen. Das ist aber genau M. Also wird
jedes Element aus M erreicht.

Injektivitat: Sei f(n) = f(p). Dann ist n?> = p? und somit n = p.
f(n) = n? ist also eine bijektive Funktion von der Menge der
natirlichen Zahlen nach der Menge aller Quadratzahlen und somit
sind beide Mengen gleichmachtig.
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Aufgabe 2.27

Gegeben sei eine bijektive Abbildung F : N — QT nach dem
Cantorschen Diagonalverfahren.

Hierbei enthalt N die Null und Q7 ist die Menge der positiven
rationalen Zahlen.

— 1 1 23 1123 405 531
_{1723237371§§457§a67§aZa§7§76>7>§a§a73'“}

@ Geben Sie die Elemente F(5), F(10), F(15) und F(20) an
Da F(0) =1 gilt:
F(5)=% F(10)=% F(15) =3 F(20)=1

@ Bestimmen Sie die Indizes n mit F(n) = x fiir x = %, %,2,3

F6)=2 F(7)=2 F(2)=2 F(3)=3
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Aufgabe 2.29

Geben Sie alle Elemente der x; % || 0,0]0,1|1,0] 1,1
Booleschen  Schaltfunktionen fo 0 0 0 0
fir n =2 an. fi 0 0 0 1
f, 0
Bo= {010 = ¢ | olo |1
{(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0), £ 0 1 0 0
(0,0,1,1), (0,1,0 O) (0,1,0,1), fs 0 1 0 1
(0,1,1,0), (, ,1,1),(1,0,0,0), fe 0 1 1 0
(1,0,0,1),(1,0,1,0),(1,0,1,1), fr 0 1 1 1
(1,1,1,1)} fa 1 0 0 0
Hierbei entspricht die erste fo 1 0 0 1
Position dem Funktionswert fio 1 0 1 0
von (0,0), die zweite dem von fi1 1 0 1 1
(0,1), die dritte dem von (1,0) fi2 1 1 0 0
und die vierte dem von (1,1). fi3 1 1 0 1
fo ist die Nullfunktion und fi5 fia 1 1 1 0
die Einsfunktion. fis ff 1] 1] 1 |1

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 2.30

Betrachten Sie die Menge der Booleschen Schaltfunktionen fiir
n=3:

Wahlen Sie sich zwei beliebige verschiedene Elemente aus und
weisen Sie fiir diese eine der de Morganschen Regeln nach.
Hinweis: Zeigen Sie das Gesetz fiir alle 8 verschiedenen Argumente
der Schaltfunktionen. Es sind also insgesamt 16 Werte
auszurechnen (linke und rechte Seite). Geben Sie jeweils die
Zwischenwerte an.

Menge der Booleschen Schaltfunktionen fiir n = 3:

B = {f:{0,1}3 — {0,1}} mit den Operationen i), ii), iii):

i)~ f(x1,x2,x3) = 1-—1f(x1,x2,x3)
i) (Feg)(x1,x2,x3) = max{f(x1,x2,x3),g(x1,x2,x3)}
i) (f ®g)(x1,x2,x3) = min{f(x1,x2,x3),g(x1,x2,x3)}
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Aufgabe 2.30

Sei p(x1,x2,x3) = (0,
und g(x1, x2, x3) = (1

Zu zeigen: ~ (pBq)=~pR~gq

linke Seite:
p®q=(1,0,1,1,1,1,0,1)
N(p@q)2(0717070?0?0’1’0)

rechte Seite:

~p=(1,1,0,0,1,0,1,0)
~q=(0,1,0,1,0,0,1,0)
~p®@~q=(0,1,0,0,0,0,1,0)
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Aufgabe 2.31

a) Zeigen Sie, dass in der Teiler-Algebra fiir n = 30 beide
Distributivgesetze fiir die Elemente 2, 3 und 6 erfiillt sind.

Ts0 = {1,2,3,5.6,10, 15, 30}
ko | = ggT(k, 1)
kol = kgV(k,1)
o p®(qdr)=(p®q)®(pr)
p=2 q:=3 r:=6
linke Seite: kgV/'(2,g8T(3,6)) = kgV/(2,3) =6
rechte Seite: ggT (kgV/(2,3), kgV/(2,6)) = ggT(6,6) =6
linke Seite = rechte Seite v/
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Aufgabe 2.31

a) Zeigen Sie, dass in der Teiler-Algebra fiir n = 30 beide
Distributivgesetze fiir die Elemente 2, 3 und 6 erfiillt sind.

Ts = {1,2,3,5,6, 10,15, 30}
kel =ggT(k,I)
k@ | = kgV(k, 1)
o p®d(qr)=(pdq)@(pdr)
p=2 q:=3 r:=6
linke Seite: ggT (2, kgV/(3,6)) = ggT(2,6) =2
rechte Seite: kgV(ggT(2, 3),88T(2, 6)) = kgV(1,2) =2
linke Seite = rechte Seite v/
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Aufgabe 2.31

c) Zeigen Sie, dass die Distributivgesetze auch fiir n = 12 gelten.

T = {17 2; 3,4, 67 12}
k| =ggT(k, 1)
kol = kgV(k, 1)

op@(gar=(p2q)a(par)
p=2 q:=3 r:=6
linke Seite: kgV/'(2,8gT(3,6)) = kgV(2,3) =6
rechte Seite: ggT (kgV/(2,3), kgV/(2,6)) = ggT(6,6) =6
linke Seite = rechte Seite v/
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Aufgabe 2.31

c) Zeigen Sie, dass die Distributivgesetze auch fiir n = 12 gelten.

T = {17 2; 3,4, 67 12}
k| =ggT(k, 1)
kol = kgV(k, 1)

o pd(qer)=(poq)@(pdr)
p=2 q:=3 r:=6
linke Seite: ggT (2, kgV/(3,6)) = ggT(2,6) =2
rechte Seite: kgV/(ggT(2,3),88T(2,6)) = kgV/(1,2) =2
linke Seite = rechte Seite v/
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Aufgabe 2.31

c) Warum ist die Teiler-Algebra T1» dennoch keine Boolesche
Algebra?

12 hat die Primfaktorzerlegung 12 =2 -2 .3. Die 2 ist ein
doppelter Primfaktor, und daher sind die Gesetze vom inversen
Element fir die 2 verletzt:

12
2@~2:ggT(2,6):27é151

20 ~2=2ggT(2,6) =6+#£12=0
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Aufgabe 3.1

Betrachten Sie die folgenden Aussagen und Begriffe und ordnen
Sie ein, was eine Definition, was ein Satz, was ein Axiom und was

ein Beweis ist?:
a) Eine Boolesche Algebra ist eine Menge mit 3 Operationen und

dem Kommutativgesetz, Distributivgesetz, Eigenschaft der
neutralen Elemente und Eigenschaft der inversen Elemente.

> Definition

b) Das Distributivgesetz besagt folgendes:

pV(gnr) < (pVa)A(pVr)

> Definition

2Zum Teil kénnen Sie pro Teilaufgabe mehrere Zuordnungen machen:
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Aufgabe 3.1

c) Das Distributivgesetz spielt fiir eine Boolesche Algebra die Rolle
" Axiom”

d) Die deMorganschen Regeln gelten in einer Booleschen Algebra.
> Satz

e) In einer Booleschen Algebra gelten die Regeln der
Nullmultiplikation.
> Satz

f) Die Teiler-Algebra T, besteht aus den Teilern der Zahl n sowie
3 Operationen darauf.
> Definition
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Aufgabe 3.1

g) Die Teiler-Algebra T, ist eine Boolesche Algebra, wenn n keine
mehrfachen Primfaktoren enthalt.

> Satz
h) 24 enthalt mehrfache Primfaktoren, denn 24 =2.2-2-3.
> Beweis, Satz
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Aufgabe 3.2

Konstruieren Sie eine Nachfolgefunktion o fiir N, in der genau 0
und 8 keinen unmittelbaren Vorganger haben. Welches
Peano-Axiom miissen Sie zwingend verletzen?

Versuchen Sie, alle anderen Peano-Axiome weiterhin zu erfiillen.
N=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13...}

mit o = {(0,1),(1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6),
(6,7),(7,9),(8,10), (9, 11), (10, 12), (11,13)...} C N x N

Axiom 5 muss zwingend verletzt werden: Wenn die 8 keinen
unmittelbaren Vorganger hat, kann sie auch nicht durch eine
endlich haufige Anwendung der Nachfolgerlation o aus 0 erzeugt
werden.
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Aufgabe 3.3

Konstruieren Sie eine Menge “natiirlicher Zahlen* derart, dass
Peano-Axiom 4 verletzt ist, die anderen aber alle erfullt sind.
N=1{0,1,2} mito C NxN=1{(0,1),(1,2),(2,0)}

0 € o(N) Damit ist Axiom 4 verletzt.
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Aufgabe 3.5

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion:
Srica-y

1. Induktionsverankerung A(0) :

i=0 v
1 1
y S, Sy S G |
20 1
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Aufgabe 3.5

2. Induktionsschluss A(n) = A(n+1):

n+1 1
zu zeigen: 22_’ =2 onl
i=0

n+1 n 1
27 =N o7 po-(ntl) = 5 = 4 o=(nHD)
iZ(:) IZ; + I.Ann. 2n +
1 1 2 1 1
=2t T2t =2 v
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Aufgabe 3.6

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion iiber n:
Z 4[ 4n+1 1

1. Induktionsverankerung A(0) :

0 .
24':40:1
i=0 v
40+1) 1 4 1_3_,
3 3 3
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Aufgabe 3.6

2. Induktionsschluss A(n) = A(n+1):

n+1 4n+2 1

Zu zeigen: Z 4 =

Beweis:

n+1

i = +1 4mtt —1 +1
E 4' = E 4" 4" = A7
o 0 + i.A. 3 *
1= =

_4n+1+3_4n+1_1 4.4n+1_1_4n+2_1

3 3 N 3
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Aufgabe 3.7

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion fiir eine beliebige Zahl g:

Zq

n+1 1

1. Induktionsverankerung A(0) :
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Aufgabe 3.7

2. Induktionsschluss A(n) = A(n+1):
I’l+1 n+ 1

zu zeigen: Zq =

Beweis:

:q”+1+(q—1)-q”+1—1:q~q”+1—1:q”+2_1/
g—1 qg—1 g—1

Aus welcher Zahlenmenge darf g stammen? g€ R\ {1}
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Aufgabe 3.9

Beweisen Sie durch vollstindige Induktion tiber n:
VneN:Jk,eN:7T"=6-k,+1

Hinweis: Versuchen Sie im Beweis, k,11 aus k, zu erzeugen.

1. Induktionsverankerung A(0) :

7°=6-0+1
— kg=0eN V

Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen
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Aufgabe 3.9

2. Induktionsschluss A(n) — A(n+1):
zu zeigen: Vn € N: Jk,11 € N: 7l —6. Knt1 +1

Beweis:
7n—i—1:7n.7.?4 (6~kn+1)‘7:6‘7kn+7
=6-Thky+6+1=6-(Tk,+1)+1

knt1=Tkp+1 = 6‘(7kn+1)+1=6'kn+1+1

kn e NATENALeN = (Tky+1)eN = kyy1 €NV
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Aufgabe 3.12

Beweisen Sie, dass F(n+2) =1+ F(0) + ...+ F(n) fir die
Fibonaccizahlen F(n) und n > 0 ist.

1. Induktionsverankerung A(0) :

rechte Seite:
1+FO0)=1+0=1

linke Seite:

F(0+2)=F(2) FO)+F(1)=0+1=1

gem._Def .

Beide Seiten sind gleich. v
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Aufgabe 3.12

2. Induktionsschluss A(n) = A(n+1):
zu zeigen: F(n+1+2)=14+F0)+...+ F(n+1)

Beweis:

F(n+1+2)=F(n+3) = F(n+2)+ F(n+1)
gem.Def .

F(n+2) ii\.1+F(1)+"'+F(n)
— F(n+2)+F(n+1)=1+F(1)+...4+ F(n)+ F(n+1) v
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Aufgabe 3.13

Eine Bienenkonigin hat als Eltern eine Konigin und eine Drohne.
Eine Drohne hat als Eltern nur eine Konigin (sie entschliipft einem
unbefruchteten Ei).

Die n-te Vorfahrensgeneration einer Biene b sei als Menge von
Bienen folgendermaBen definiert:

@ Die O-te Vorfahrensgeneration von b enthalt nur die Biene b
selbst.

@ Die (n+ 1)-te Vorfahrensgeneration von b besteht aus allen
Eltern von Bienen der n-ten Vorfahrensgeneration von b.
Die 1-te Vorfahrensgeneration sind also die Eltern, die 2-te die
GroBeltern, u.s.w.
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Aufgabe 3.13

Beweisen Sie durch Induktion iiber n folgende Satze:

i) Die n-te Vorfahrensgeneration einer Drohne besteht aus F,11
Bienen.

ii) Die n-te Vorfahrensgeneration einer Konigin besteht aus F,42
Bienen.

F steht hierbei fur die Fibonaccizahlen.
Fo=0

Fi=1
Fn: n—1+Fn—2
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Aufgabe 3.13

Beweis durch vollstandige Induktion tiber n:
1. Induktionsverankerung fiir n=0und n=1:

i) Die O-te Vorfahrensgeneration einer Drohne besteht nur aus
der Drohne selbst (1) <» For1 =F1 =1V

Die 1-te Vorfahrensgeneration einer Drohne besteht nur aus
einer Konigin (1) “FRa=Fh=R+FR=14+0=1V

ii) Die 0-te Vorfahrensgeneration einer Konigin besteht nur aus
der Konigin selbst (1) <> Foypo =Fo=F +F=14+0=1V

Die 1-te Vorfahrensgeneration einer Konigin besteht aus einer
Konigin und einer Drohne (2)
o Fhp=R=Rth=FR+FR+1=14+0+1=2V
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Aufgabe 3.13

2. Induktionsschluss von nauf n +1:

D)

Zu zeigen: Die n + 1-te Vorfahrensgeneration einer Drohne
besteht aus F,2 Bienen.

Die n + 1-te Vorfahrensgeneration einer Drohne ist die n-te
Vorfahrensgeneration ihrer Eltern, also einer Konigin. Diese
besteht nach Induktionsannahme aus F,2 Bienen. v/

Zu zeigen: Die n + 1-te Vorfahrensgeneration einer Konigin
besteht aus F,y3 Bienen.

Die n 4 1-te Vorfahrensgeneration einer Konigin ist die n-te
Vorfahrensgeneration ihrer Eltern, also einer Konigin und einer
Drohne. Diese besteht nach Induktionsannahme aus

Frni2 + Fni1 = Fpys Bienen. v
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Aufgabe 3.14

Gegeben sei folgende Produktionsregel zur Bildung von Wortern:

X

Ba  fira€{a,b,c,...,z}, € {A B, C,....Z}
ap

ayB fir y € Varname

X € Varname & ¢ X

—

Sei n die Lange eines giiltigen Variablenwortes.
Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion iiber n, dass n immer eine
gerade Zahl ist.
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Aufgabe 3.14

1. Induktionsverankerung A(2) :

Da die Anwendung der 3. Regel ein vorhandenes Element von
Varname um zwei weitere Buchstaben erganzt, wird die kleinst
mogliche Lange von Varname nur durch Anwendung der 1.
oder 2. Regel erreicht.

In beiden Fallen besteht Varname aus genau einem
GroBbuchstaben und genau einem Kleinbuchstaben und somit
aus genau zwei Buchstaben. 2 ist eine gerade Zahl. v
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Aufgabe 3.14

2. Induktionsschluss A(n) = A(n+2):
zu zeigen: n+ 2 ist eine gerade Zahl

Fur alle n > 2 kommt ausschlieBlich die dritte Regel zur
Anwendung:

y € Varname wird durch Hinzufiigen von von genau einem
GroBbuchstaben und genau einem Kleinbuchstaben also genau
zwei Buchstaben erweitert.

Da die Lange von y mit n Buchstaben nach Induktionsannahme
immer gerade ist, muss auch die Lange von X mit n+ 2
Buchstaben immer gerade sein. v
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Aufgabe 3.18

Gegeben sei die folgende falsche Aussage: 3

Seien g, ..., gn verschiedene Geraden in der Ebene, von denen
keine zwei parallel sind (n > 2), dann haben alle diese Geraden
einen Punkt gemeinsam.

Beweis durch vollstandige Induktion:

1) Fiir n = 2 ist die Aussage wahr, denn je 2 nichtparallele
Geraden schneiden sich.

3Diese Aufgabe stammt aus Kapitel 1.3 des Lehrbuchs von
Matousek/Nesetril [?].
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Aufgabe 3.18

2) Angenommen, die Aussage gilt fiir n. Seien nun n+1
Geraden gy, ..., gn+1 mit den geforderten Eigenschaften
gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung haben die ersten n
dieser Geraden (also g1, 42, ... gn) einen gemeinsamen Punkt:
nennen wir ihn einmal x. Genauso haben auch die n Geraden
81,82, - - ,8n—1,8&n+1 €inen Punkt gemeinsam: wir nennen ihn
y. Die Gerade gj liegt in beiden Gruppen und enthalt also
sowoh! x als auch y. Das trifft auch auf g,_1 zu. Nun
schneiden sich aber g1 und g,—1 in einem eindeutigen Punkt,
also muss x = y sein. Deshalb haben alle Geraden
g1,---,8n+1 einen gemeinsamen Punkt, namlich x.

Frage:
Was ist falsch an diesem Beweis?
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Aufgabe 3.18

Bei n = 2 muss dieser Beweis fiir n+ 1 = 3 gelten. In diesem Fall
sind aber die beiden Geraden g7 und g,_1 identisch und schneiden
sich damit in mehr als einem eindeutigen Punkt.

Damit ist die Behauptung fiir 3 Geraden nicht bewiesen. Obwohl
der Indktionsschluss fiir hohere n funktioniert, kann die
Behauptung auch nicht fiir mehr als 3 Geraden gefolgert werden,
weil die Beweiskette unterbrochen ist. Sie gilt also nur fiir 2
Geraden, denn die Verankerung ist in Ordnung.
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Aufgabe 3.20

Beweisen Sie die folgenden Aussagen direkt durch
Aquivalenzumformungen.

Hierfiir diirfen Sie alle aus der Schule bekannten Regeln fiir
Ungleichungen verwenden.

Sei x eine beliebige reelle Zahl:

a) Fir jede Zahl x gilt: x < x+1
x<x+1l&0<1 Die Richtung " <" dient als Beweis.

b) Fiir jede Zahl x > 0 gilt: 5 < x
5<x&0<3 <:2> 0 < x Die Richtung " <" dient als Beweis.
=% .

c) Fiir jede Zahl x < 0 gilt: 5 > x

5>x50>3 <:2> 0 > x Die Richtung " <" dient als Beweis.
it .

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 3.21

Beweisen Sie die folgenden Aussagen indirekt:
b) Es gibt keine groBte reelle Zahl.
Gabe es eine groBte reelle Zahl, so sei diese y.
Es gilt dann:
VxeER:y>x = y>y+1 = 0>14
x:=y+1 -y
c) Es gibt keine kleinste reelle Zahl, die groBer als Null ist.

Gabe es eine kleinste reelle Zahl, groBer als Null, so sei diese y.

Es gilt dann:
VxERT iy <x — y<3 = $<0 = y<0¢
X=3 -2 ’

Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen
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Aufgabe 3.22

Beweisen Sie mit dem Schubfachprinzip, dass folgender
Sachverhalt gilt:

Unter 70 Studierenden haben mindestens 2 dieselbe KérpergroBe in cm.

Geben Sie an, welche Bedingungen Sie an die KorpergroBe aller
Studierenden stellen miissen, damit dieser Sachverhalt gilt.

Wenn beispielsweise alle Studierenden mindestens 145 cm und
hochstens 210 cm groB sind, ist die Menge der moglichen
KorpergroBen mit 66 Elementen kleiner als die Menge der
Studierenden.

Somit kann eine Abbildung von der Menge der Studierenden auf
die Menge der moglichen KorpergroBen nicht injektiv sein, so dass
mindestens zwei Studierende dieselbe KorpergroBe haben.
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Aufgabe 3.23 a)

Es gibt bei der Fussball-WM 32 Mannschaften mit jeweils 11
Spielern pro Mannschaft. Die Mannschaften sind in 8 gleich groBe
Gruppen eingeteilt.

@ Begriinden Sie, warum nicht garantiert werden kann, dass
mindestens 2 WM-Teilnehmer denselben Geburtstag (in
moglicherweise verschiedenen Jahren) haben.

Die Menge der WM-Teilnehmer ist mit 32 - 11 = 352
Elementen kleiner als die Menge der moglichen Geburtstage
mit 366 Elementen. Somit ist eine injektive Funktion von der
Menge der Spieler auf die Menge der Geburtstage
grundsatzlich moglich, so dass jeder Spieler an einem anderen
Tag Geburtstag haben konnte.
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Aufgabe 3.23 b)

b) Ublicherweise haben die Mannschaften mehr als 11 Spieler
nominiert. Wie viele Spieler miissen pro Mannschaft nominiert
sein, damit garantiert ist, dass mindestens zwei
WM-Teilnehmer am selben Tag Geburtstag haben?

Bereits bei 12 Spielern pro Mannschaft ist die Menge der
WM-Teilnehmer ist mit 32 - 12 = 384 Elementen groBer als die
Menge der moglichen Geburtstage mit 366 Elementen und
eine injektive Funktion nicht mehr moglich.
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Aufgabe 3.23 ¢)

c) Begriinden Sie, warum garantiert werden kann, dass auch
ohne zusatzlich nominierte Spieler mindestens 2 Teilnehmer in
derselben Gruppe im selben Monat Geburtstag haben.

Die 32 Mannschaften sind in 8 gleich groBe Gruppen mit
jeweils %2 = 4 Mannschaften und somit 4 - 11 = 44 Spielern
pro Gruppe eingeteilt.

Da die Menge der Spieler mit 44 Elementen groBer ist als die
Menge der Monate mit 12 Elementen, ist eine injektive
Funktion von der Menge der Spieler auf die Menge der
Monate nicht moglich.

Mindestens 2 (bzw. sogar mindestens 4) Teilnehmer haben im
selben Monat Geburtstag.
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Aufgabe 4.1

Finden Sie Belegungen fiir die Variablen x, y € Z, die folgende
Pradikate erfiillen:
O (x[y)A(y|(x=y))

Losungsmenge: {(x,y) € Z\ {0} x Z\ {0} : x =y},
alsoz. Bsp. x=y=1

Q@ (x—y)I»Alylx)

Losungsmenge: {(x,y) € Z\ {0} x Z\ {0} : x =2y},
alsoz. Bsp. x=2und y =1
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Aufgabe 4.2

a) Beweisen Sie, dass die Teilbarkeit eine Ordnungsrelation auf
N\ {0} ist, d.h.:{(x,y) € (N\ {0}) x (N\ {0}) : x|y} ist eine
Ordnungsrelation. Beweisen Sie die bendtigten Eigenschaften
nicht nur in Worten, sondern durch die genaue Anwendung der
Definition der Teilbarkeit auf N\ {0} statt Z. Schreiben Sie
dafuir die Definition erst einmal auf.

Eine (partielle) Ordnungsrelation ist reflexiv, antisymmetrisch und
transitiv (aber nicht linear).

Seien x, y zwei beliebige Zahlen aus N\ {0}. Dann definieren wir:

Xly:<= dgeN:qg-x=y
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Aufgabe 4.2

Reflexivitat: Yx e N\ {0} :g- x =xmit g=1 v

Antisymmetrie:

zu zeigen fiir beliebige Vx,y € N\ {0}:
(Ba,2eN:q-x=y A q2-y=x) = x=y

Seialsogrx=yundgu-y=x = q1 - -x=x
y ersetzen

= g =1 = q=q@p=1= x=yV
X q1,02€N

Transitivitat:

zu zeigen fiir beliebige Vx,y € N\ {0}:
(g, eN:qg-x=y ANqp-y=2z) = (3gzeN:q3-x=2z)

g -x=yANq@-y=z = q-(q1-x)=z = @g-x=zV
y ersetzen g3=dqi-q2

(nicht linear: g€ N:q-3=7 V q-7=3)
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Aufgabe 4.2

b) Warum ist die Teilbarkeit keine Ordnungsrelation auf Z?

Weil die Antisymmetrie bei g = —1 nicht gegeben ist.

Beispiel: 3[(=3) A (-3)]3 A 3#(-3)
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Aufgabe 4.3

Beweisen Sie fiir ganze Zahlen:
b) m|ni A m|ny = m|(n1 — ny)

min <= A €Z:q1-m=m

miny <= I €Z:qg-m=m

= (m-—m)=q-m—-—q-m=(q1—q) m

NELNQREL = q3:=(q1—q)EL

= (m—m)=qg3-m <= m|(n —m) v
c) miny = m|(n1 - no)

min <= I €Z:qg1-m=m

= n-m=q-m-np=(q1-n)-m

G ELNMmMEL = q:=(q1-m)EZ

= n-m=q-m <= m|(n-m) v
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Aufgabe 4.8

Berechnen Sie jeweils (i) a DIV b sowie (ii) a MOD b:
a) a=-17,b=6

b) a=—-17,b=—6
c)a=17,b=—-6
d) a=17,b=6
a) —-17DIV6 = -3 —-17TMOD6 = 1
denn -17 = -3:6+1
by —17DIV -6 = 3 -17MOD -6 = 1
denn —17 = 3.(-6)+1
c) 17DV -6 = =2 17 MOD -6 = 5
denn17 = -—-2-(—6)+5
d) 17DIV6 = 2 177MOD6 = 5
dennl7 = 2-6+5
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Aufgabe 4.9

Beweisen Sie den folgenden Satz, aus dem die Giiltigkeit des
Euklidischen Algorithmus folgt: Fiir n = g - m + r gilt (wobei
n,q,m € Z und r € N):

Sei T(x,y) die Menge aller gemeinsamen Teiler von x und y.
Dann gilt: T(m,n) = T(m,r)

Hinweis: Zeigen Sie, dass jedes Element aus der einen Menge in
der anderen liegt und umgekehrt.

Bemerkung: n=qg-m+r<sr=n—q-m
Sei x € T(m,n), d.h. esgiltx | mAx|n

XxX|mNqeZ = x|qg-m

Satz 4.2,3)
nA m = n—q-m = r
X | X | d Satz 4.2,2) x | ( q ) Bemerkung oben x ‘

Da alle gemeinsamen Teiler von m und n auch r teilen, ist T(m, n)
eine Teilmenge von T(m,r).
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Aufgabe 4.9

Seiye T(m,r),dh. esgilt: y | mAy|r

mAgeZ — -m
y’ 9 Satz 4.2,3)y ‘ 9

-mA r = -m+r) — n
ylq y | Satz4'2’1))/\(q ) y |

Da alle gemeinsamen Teiler von m und r auch n teilen, ist T(m, r)
eine Teilmenge von T(m, n).

T(m,n) C T(m,r) A T(m,r) C T(m,n)
= T(m,n)=T(m,r)v
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Aufgabe 4.10

Bestimmen Sie den groBten gemeinsamen Teiler von n und m mit
Hilfe des Euklidischen Algorithmus, wobei:

n= —190.476 und m = 29.172

Geben Sie auch das kleinste gemeinsame Vielfache von n und m an.

Es reicht aus, mit den Betragen zu arbeiten. Das Vorzeichen kann
weggelassen werden.

190.476 = 6 - 29.172 + 15.444

29.172 =1-15.444 4+ 13.728

15.444 =1-13.728 +1.716

13.728 =8-1.716 + 0

ggT(—190.476,29.172) = 1.716

kgV/(—190.476,29.172) = 199-476-29.172 _ 3 238 092
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Aufgabe 4.11a)

Testen Sie durch Probedivision, ob die folgenden Zahlen
Primzahlen sind:

299,997, 1301, 2183

Testen Sie keine iiberfliissigen Teilerkandidaten. Sie diirfen fiir die
Probedivisionen einen Taschenrechner einsetzen.
@ 299 = 1323 = keine Primzahl
@ lgeN:1<qg<31 A g|997 = Primzahl (322 > 997)
@ lgeN:1<qg<36 A g|1301 = Primzahl (372 > 1301)
@ 2183 =37-59 = keine Primzahl
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Aufgabe 4.11b)

Testen Sie durch Probedivision, ob die folgenden Zahlen
Primzahlen sind:

511, 1009, 1511, 2009

Testen Sie keine tiberfliissigen Teilerkandidaten. Sie durfen fir die
Probedivisionen einen Taschenrechner einsetzen.
@ 511 =7-73 = keine Primzahl
e lgeN:1<qg<31 A g|1009 = Primzahl (322 > 1009)
@ lge N:1<q<38 A g|1511 = Primzahl (392 > 1511)
@ 2009 =7 -287 = keine Primzahl

287 ist kein Primfaktor, aber das ist hierfur irrelevant.
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Aufgabe 4.12

Betrachten Sie die Menge aller Primzahlen bis jeweils 60, 100, 150
und 200 und vergleichen Sie ihre Anzahl mit der logarithmischen
Abschatzung aus Satz 4.22.

Hinweis: Besorgen Sie sich die Primzahlen mit dem Sieb des
Eratosthenes, aus der Literatur oder dem Internet (z.B. lber die
Suchmaschine Wolfram Alpha: Fragen Sie nach primes).

Menge aller Primzahlen bis 200 =
{2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, 37,41,43,47,53,59,61,67,71,

73,79,83,89, 97,101,103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149,
151,157,163,167,173,179, 181, 191, 193,197, 199}

o m(60) =17 29 ~ 14,65

° w(lOO)—-25 200 ~ 21,71
(200)__35 205~ 29,94
m(200) = 46 2995 ~ 37,75
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Aufgabe 4.13

Im Beweis, dass es nicht nur endlich viele Primzahlen gibt, wird
gezeigt, dass das Produkt aller (falschlich angenommenen) endlich
vielen Primzahlen +1 wieder eine Primzahl sein muss. Losen Sie
folgende Aufgabe:

Seien p; ... pp die ersten n Primzahlen (2,3,5,...). Finden Sie
durch Ausprobieren ein n bzw. ein p,, so dass

([ -

(also das Produkt der ersten n Primzahlen +1) keine Primzahl ist.

Uberlegen Sie sich, warum das kein Widerspruch zum oben
zitierten Beweis ist.
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Aufgabe 4.13

Fir n =6 gilt:
(Hp;) +1=2.3.5.7-11-13+1 = 30.031
i=1
30.031 =59 -509 = keine Primzahl

Die Primfaktoren 59 und 509 liegen auBerhalb der Menge
{2,3,5,7,11,13} = kein Widerspruch zum Beweis.
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Aufgabe 4.14

Karin und Bernd geraten in Streit liber folgende Frage:

Liefert der Term x? + x + 41 fiir jedes x € N eine Primzahl?
Bernd testet den Term fiir alle x < 10 und bekommt als Ergebnis
jeweils eine Primzahl. Er vermutet, man konne mit vollstandiger
Induktion zeigen, dass immer eine Primzahl herauskommt. Karin
unterstellt Bernd Rechenfehler oder Zufall und glaubt iiberhaupt
nicht, dass immer eine Primzahl herauskommt. Wer hat Recht?
Begriinden Sie lhre Antwort.

Karin hat recht.

Sei x = 41 dann ist
X2+ x+41 =412+ 41+ 41 =1763 = 43 - 41

Somit ist 1763 keine Primzahl.
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Aufgabe 4.15 a)

@ Demonstrieren Sie an jeweils einem anderen Beispiel als auf
Seite 144, dass die Definition von & und © fiir Z,, unabhangig
von der Wahl der Reprasentanten fiir die Restklasse ist.

11 € [4]7 N —16 € [5]7 ANll—16=-5¢ [4+5]7 = [9]7 = [2]7
7€ [2]5 N—=2¢ [3]5 AT - (—2) =-14 ¢ [2 . 3]5 = [6]5 = [1]5
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Aufgabe 4.15 b)

b) Beweisen Sie diesen Sachverhalt iiber die Definition der
Restklasse (siehe Satz 4.28).

Es seien m, q,r € Z, wobei 0 < r < |m| und
"= qpx - m+

I=qi-m+r
K* = qper - m+ rie-
k=qi-m+rg

i*e [i]m —— rpx = I
k* € [k]m —> [Ix = Ik
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Aufgabe 4.15 b)

Zu zeigen: i* € [i(|m N k* € [K]m = "+ k* € [i + k]m
Akt =g mA i Qe mAne=(gic A Qre) - mA g
i+k=q -m+r+qcm+rn=I(q+qk) m+r+r

Damit haben i* + k* und i + k denselben Rest r; + r, zu m und
liegen somit in derselben Restklasse v
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Aufgabe 4.15 b)

Zu zeigen: i* € [i|m ANk* € [k]lm = " - k* €[i- k]lm

/*k*:(ql*m-i-f,)(qk*m‘i‘fk):
Qi+ Qe - MP I+ Qe = M+ Gj - M- M+ 1 - 1 =
(Qix * Quer - M+ 17+ Qrs + i - 1) - M+ 17 - 1

ik=(q-m+nr) (g-m+r)=
Qi Q- M 41 Qe mAgi- - mA =
(Giqe-m-+ri-qe+qi re) - m+ri-rg

Damit haben i* - k* und i - k denselben Rest r; - r, zu m und liegen
somit in derselben Restklasse v
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Aufgabe 4.16

Zeigen Sie jeweils an einem Beispiel, dass [a], - [b], und
[a]m + [b]n fiir n # m nicht wohldefiniert werden kann.

7eRsA13€[6]; AT-13 =091 € [1]s A9L € [0]7
2.6=12¢€2]sA12€ [5]7
1404245

7e2lsA13€[6]7 AT+ 13 =20 ¢ [0]s A 20 € [6]
2+6=8¢c 3]s \8¢€[l]y
0464341
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Aufgabe 4.17

Finden Sie von folgenden Elementen das additiv und multiplikativ
Inverse (falls es existiert). Geben Sie das gesuchte Element in
normierter Darstellung an (also als Reprasentanten zwischen 0 und
n—1).

a) 10 in Z21 b) 9in Z21 C) 8in Z25 d) 21 in Z27

additiv Inverse:

a) [10l;; = b) 95 = c) (8l = d) [21]y =
[11]21 [12]21 [17]2s5 [6]27

multiplikativ Inverse:

a) 10 = b) [9y <) [Bls = d) 1]
[19]21 nicht vorh. [22]25 nicht vorh.
10-19=9.21+1 geT (921) # 1 8.2=7-25+1 geT (21,27) # 1
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Aufgabe 5.1

Betrachten Sie die Menge
{f:R—=R, f(x)=mx+b firmbeR}

@ Zeigen Sie, dass diese Menge mit der elementweisen Addition
eine abelsche Gruppe bildet, indem Sie alle Axiome konkret
fiir allgemeine Elemente dieser Menge aufschreiben und ihre
Giiltigkeit in Worten oder formal begriinden.

@ Zeigen Sie, dass diese Menge mit der elementweisen
Multiplikation keine abelsche Gruppe bildet, indem Sie
konkret ein Axiom angeben, das verletzt ist. Weisen Sie das
durch ein Gegenbeispiel nach.
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Aufgabe 5.1 a)

f:R—>R, f(x)=mx+b firmbeR

Es sei

g(x) = mix+ by
h(X) = mox + by
i(X) = m3Xx + b3

1) Innere Verkniipfung: Va,b€ G :aob e G

g(x) & h(x) = mix+ by + mox + by = (my + mp)x + (b1 + by)
(ml—l-mz)GR/\(bl—i-bg)ER -
(m+m)x+(bi+b)=mx+b mtmbeRV

2) Assoziativgesetz: Va,b,c € G:(aob)oc=ao(boc)
(g(x)®h(x)) @i(x) = ((m1+m2)x+(by+b2)) +(m3x+bs) =
(m1 + mo + ITI3)X+ (b1 + by + b3) =
(myx + b1) + ((m2 + m3)x + (by + b3)) =
g(x) @ (h(x) @ i(x)) v
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Aufgabe 5.1 a)

3) Neutrales Element: Je € GVa€ G:eca=aoce=a

e=0x+0=0
f(x)®e=(mx+b)+0=mx+b="1(x)=0+(mx+b) =
ed f(x) v

4) Inverses Element Vac GJa € G:aloa=aocal=e
fF(x)@Ff(x) L=(mx+b)+(—-mx—b)=0=e=
(—mx — b) + (mx + b) = f(x) "t @ f(x) v

5) Kommutativgesetz Va,b € G :aob=boa
g(x) @ h(x) = (m + m2)x + (b1 + by) =
(my + my)x + (b + b1) = h(x) ® g(x) v

Da alle fiinf Axiome gelten, bildet die Menge eine abelsche Gruppe.
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Aufgabe 5.1 b)

Das neutrale Element beziiglich der elementweisen Multiplikation
ist die Einsfunktion: e=0x+1=1

Bei der Nullfunktion und allen Funktionen mit Nullstelle (m # 0)
kann es kein inverses Element f(x)~! geben, so dass

f(x) ® f(x)"! =1 ware.

Beispiel mit der Nullfunktion:

J(x)=0x+0

J() @ j(x) 1 = e

= x+00j(x)t=1

= 00j(x)t=1

== 0=14
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Aufgabe 5.3

Geben Sie bei folgenden Strukturen an, ob es sich um Gruppen
handelt:

Falls ja, geben Sie an, ob es sich auch um eine abelsche Gruppe
handelt und geben Sie das neutrale Element und fiir ein
allgemeines Element sein Inverses an.

Falls nein, geben Sie das Gruppen-Axiom an, das verletzt wird.

@ (Qt,-) (Definition: QT = {x € Q|x > 0})

Abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist 1. Das Inverse zu
jedem Element ist sein Kehrwert: Vx € QT : x - % = % x=1

@ (Q,-) (Definition: Q~ = {x € Q|x < 0})

Keine Gruppe, da keine Innere Verkniipfung: Das Produkt von
zwei negative Zahlen ist stets positiv und somit ¢ Q.

Das einzig mogliche neutrale Element (1) ist ebenfalls ¢ Q™.
Somit kann es auch kein inverses Element geben.
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Aufgabe 5.5

Konstruieren Sie eine Struktur (M, o) mit einer Menge M aus 4
Elementen und einer Verknuipfungsoperation o, sodass in der
Verkniipfungstabelle zwar in jeder Zeile und Spalte genau ein
Element aus M steht, aber die Struktur dennoch keine Gruppe ist.

Hinweis: Versuchen Sie, das Assoziativgesetz zu verletzen!

o1]2]3]4

1[1]4]3]2 (203)o4=404=3
21213141 20(304)=204=1
313(1/1214 341
41412113

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 5.6

Geben Sie die Verkniipfungstabellen von @ und © fiir folgende
Restklassengruppen an:

Z4, Z7 und Zg

Geben Sie zusatzlich fiir jedes Element das inverse Element an
(falls es eins gibt).

Ball01[2]3]xT  @afOf1]2]3]x"
0 [0]1]2]3] 0 0 Jolo0]0]0] -
1 [1](2(3]0] 3 1 [0[1]2]3] 1
2 [[2[3]0|1] 2 2 [0[2]0]2] -
3 3(0[1]2] 1 3 [0[3(2]1] 3
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Aufgabe 5.6

Verkniipfungstabelle Z7, ®:
erflof1]2][3[4]5]6]x"

0 |0]1]|2[3]|4|5|6 0
1 |1/2|3|4|5|6]0 6
2 12]3[4|5|6|0]|1 5
3 13]4(5(6]0]12 4
4 |4](5]/6|0|1]2|3 3
5 15]6[0]1[2|3]|4 2
6 |6]0[1]{2]|3|4)|5 1
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Aufgabe 5.6

Verkniipfungstabelle Z7, ®:
orflof1]2[3]4]5]6]x"

0 jojojojojojojo| -
1 0|12 |3|4|5]|6 1
2 |0]2[|4]|6]|1]|3|5 4
3 11013|6]2[5|1]|4 5
4 |0[4]1|5|2]|6|3 2
5 10]5(3[1]|6|4)2 3
6 0654|321 6
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Aufgabe 5.6

Verkniipfungstabelle Zg, &:

&
=

1]2]3[4]5]6]
1[2][3]4]5]6

o

~N OO~ WN RO
~N OO WN -
R OINO O A~ W
N ONO OB
AWM OINO
HIN W OO N O

OoO|INOoO|O B WN
WIN IO NO| O
Cll P W N =IO
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Aufgabe 5.6

Verkniipfungstabelle Zg, ®:

|
-

Og |0 1[2]3]4[5[6]7]x
0 [0]0]0J0/0]0]0]0] -
1 [0[1]2]34]5|6|7] 1
2 [0[2(4]6/0]24]6] -
3 0[3(6|1|4]7 2|5 3
2 fo[ajo(4lo]4a]0]4] -
5 [0[5(2|7/4]1]6(3] 5
6 [0]64]2/0[6 42| —
7 0[7(6|5/4]3 21 7
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Aufgabe 5.7

Geben Sie die Verkniipfungstabellen von © fiir die folgenden
primen Restklassengruppen an:

Zi, 7% und Z%,

Zh©a | 1]3 Z;, 07 1]2]3]4]5]6

1 1 1121314156

1 > 2146135

3 362514

Zip e | 1|5 [ 7|0 e

1 157 11 6 [16]5 4321
5 511 11 7
7 71115
11 11 7 1
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Aufgabe 5.8

a) Geben Sie die Tabelle der Gruppe (Zg, ®9) an.

Z5,® | [o | [2]o | [l | [5lo | [7]e | [8]o
(Lo || [to | [2lo | [4]o | [5]o | [7]o | [8lo
(2o || [2]o | [4lo | [8lo | [1]o | [5lo | [7]o
[4lo || [4]o | [8lo | [7]o | [2]o | [1]o | [5]o
[5lo || [5]o | [Llo | [2]o | [7]o | [8lo | [4lo
[7lo || [7]o | [5lo | [L]o | [8lo | [4lo | [2]o
Blo || [8lo | [7]o | [Blo | [4lo | [2lo | [Llo

b) Warum darf die Primzahl 3 nicht in (Z§, ®9) enthalten sein?

3 ist zu 9 nicht teilerfremd: [3]g o [3]o = [0]o
[0]g ¢ Z§ = innere Verkniipfung verletzt!
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Aufgabe 5.9

Geben Sie fiir die vierelementigen Gruppen (Zg*, ®), (Z10*, ®),
(Z4,®) und (Z3,®) an, welche Gruppen isomorph sind. Tipp: Es
sind jeweils zwei isomorph. Geben Sie die Isomorphismen an und
begriinden Sie, warum nicht alle vier Gruppen isomorph sein

konnen.

Zg*,® || 1 3 5 7

Z%a@Q (070) (071) (170) (171)
od || 1 | 2 | 2 | 2

Z105,© || 1]3]9]|7
Za,Pq [|0]1]2]3
od [[1]4]2]4

Es konnen nicht alle vier Gruppen isomorph sein, da jedes Element
auf ein Element gleicher Ordnung abgebildet werden muss.
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Aufgabe 5.10

Geben Sie fiir die folgenden Elemente beziiglich der
komponentenweisen Addition ihre inversen Elemente an:

(2,2,0,2) € Z2

(2,2,0,2)"1 = (3,3,0,3)
denn (2,2,0,2) @ (3,3,0,3) =5 (0,0,0,0)

(2,2,3,0,2) € Z2

(22302)1:(44304)
denn (2,2,3,0,2) @ (4,4,3,0,4) =6 (0,0,0,0,0)
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Aufgabe 5.10

Geben Sie ferner die Ordnung der Elemente an und weisen Sie das
durch Zwischenergebnisse nach:

(2,2,0,2) € Z2

ord(2,2,0,2) =5

denn:

(2,2,0,2) ®(2,2,0,2) =5 (4,4,0,4) )
(4,4,0,4) ®(2,2,0,2) =5 (1,1,0,1) 3)
(1,1,0,1)® (2,2,0,2) =5 (3,3,0,3) (4)
(3,3,0,3) ®(2,2,0,2) =5 (0,0,0,0) (5)
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Aufgabe 5.10

Geben Sie ferner die Ordnung der Elemente an und weisen Sie das
durch Zwischenergebnisse nach:

(2,2,3,0,2) € 72

ord(2,2,3,0,2) = 6

denn:

(2,2,3,0,2)® (2,2,3,0,2) =6 (4,4,0,0,4) )
(4,4,0,0,4)®(2,2,3,0,2) =6 (0,0,3,0,0) 3)
(0,0,3,0,0)® (2,2,3,0,2) =6 (2,2,0,0,2) (4)
(2,2,0,0,2)®(2,2,3,0,2) =6 (4,4,3,0,4) (5)
(4,4,3,0,4)® (2,2,3,0,2) =6 (0,0,0,0,0) (6)
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Aufgabe 5.11

Geben Sie fiir jedes Element von Z% die Ordnung bezuglich der
komponentenweisen Addition an (ohne Nachweis).

ord 1 3 3] 3 ] 3 ] 3
Z%7693 (270) (27 1) (272)
ord 3 3 3

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 5.12

Finden Sie eine minimale Menge von Elementen aus Z3 , welche
die gesamte Gruppe beziiglich der komponentenweisen Addition
erzeugt, und weisen Sie das nach.

Z3 =
{(20, 0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0), (1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}

{(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}  Z3

(0,0,1) @, (0,0,1) = (0,0,0)
(0,0,1) &, (0,1,0) (0,1,1)
(0,0,1) @5 (1,0,0) = (1,0,1)
(,,0) 2 (1,0,0) = (1,1,0)
(0, 1)@2 (0,1,0) @5 (1,0,0) = (1,1,1)

AuBer (0,0,0) haben alle Elemente die Ordnung 2. Mit weniger als
drei Elementen lasst sich Zg nicht erzeugen.
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Aufgabe 5.16

Gegeben sei die Gruppe (Za, ®a).

Nehmen Sie die 0 aus dieser Gruppe heraus und konstruieren Sie
aus den restlichen drei Elementen eine Multiplikationsgruppe
(Z4 \ {0}, ®4), wobei 1 das neutrale Element sein soll.

Zeigen Sie an einem Beispiel, dass diese beiden Gruppen das
Distributivgesetz verletzen und die Struktur (Zs, ®a, ©4)
offensichtlich kein Korper ist.

@4 0]1]2]3

=TT @ [[1]2]3
1 [1]2]3
1 [1]2]3]0
2 (2731
2 21301 REIEEE
3 [3[0]1]2

Fir alle a, b, c muss gelten: (a®4 b) ®4¢c = (a®4c) @4 (b®4 )
Setzea=1,b=2,c=3: (1®42)©43 = 3043 =2
(1@43)@4(2@43) =3®41 =014
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Aufgabe 5.17

Konstruieren Sie den Korper GF(4) systematisch nach dem
Verfahren auf Folie DM5-20 mit einem zulassigen Polynom und
vergleichen Sie die Tabellen mit denen von der vorigen Aufgabe.
Worin liegt der entscheidende Unterschied?

4 =22 = Primkorperist GF(2) p=2 r=2

Elemente: {0, 1, x, x+ 1}

Zuweisung: 0 1 2 3

@2 || (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1) @y f0]1]2]3
(0,0) [[ (0,0) [ (0,1) [ (1,0) [ (1,1) 0o [[o]1]2]3
(0,1) [ (0,1) | (0,0) | (1,1) | (1,0) 1 [[1]0]3]2
(1,0) [ (1,0) | (1,1) | (0,0) | (0,1) 2 [2]3]0]1
(1,1) [ (1,1) [ (1,0) | (0,1) | (0,0) 3 3]2]1]0
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Aufgabe 5.17

irreduzibles Polynom: g(x) = x? + x + 1

g(0)=20+0+1=>1
gl)=21+1+1=1

g(x) hat keine Nullstellen und deg(g(x)) <3 = irreduzibel

©5 [/ (0,0) [ (0,1) | (1,0) | (1,1)
(0,0) [ (0,0) [ (0,0) [ (0,0) [ (0,0)
(0,1) ] (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
(1,0) || (0,0) | (1,0)
(1,1) [ (0,0) | (1,1)
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Aufgabe 5.17

...vergleichen Sie die Tabellen mit denen von der vorigen Aufgabe.
Worin liegt der entscheidende Unterschied?

2] 0]1]2]3

o515 @4 123
N E AR AT LN EE
2 [2]3]0]1 5 T1iT3
3 3]0]1]2

@sflO]1]2]3 @sfl0]1]2]3
0 Jo[1]2]3 0 [[oJo]o0]0
b) 1 [1]0][3]2 1 Joj1]2]3
2 [2]3]0]1 2 [[o]2]3]1
3 [3]2]1]0 3 [0[3]1]2

Die Multiplikationsgruppen\{0} sind beide isomorph zu Z3, +.
Anderungen ergeben sich in der Additionstabelle, wodurch nun das
Distributivgesetz erfiillt wird.
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Aufgabe 5.18 a)

@ Betrachten Sie den missgliickten Versuch der
Multiplikationstabelle fiir einen Korper mit 8 Elementen aus
Beispiel 5.14, und weisen Sie mit einem anderen Beispiel als
dem von Beispiel 5.15 nach, dass das Distributivgesetz
verletzt ist.

(

0,1,1)45(1,1,0)) ®(0,1,0) = (1,0,1)®(0,1,0) = (1,1,0)

(
(0,1,1) ®(0,1,0)) @2 ((1,1,0) ® (0,1,0)) =
1,0,0)@2(, ,1)=1(0,1,1)
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Aufgabe 5.18 b)

b) Weisen Sie mit Ihrem Beispiel aus a) nach, dass das
Distributivgesetz fiir die korrigierte Multiplikationsgruppe in
Beispiel 5.24 erfiillt ist.

((0,1,1)&,(1,1,0)) ®(0,1,0) = (1,0,1)®(0,1,0) = (0,0,1)
(0,1,1) ®(0,1,0)) @2 ((1,1,0) ® (0,1,0)) =
1,1,0) @, (1,1,1) = (0,0,1)

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 5.19

Schreiben Sie die Elemente der Gruppentafel fiir GF(8) aus
Beispiel 5.24 auf S. 193/194 in den Zeilen und Spalten in einer
solchen Reihenfolge auf, dass man auf den ersten Blick sieht, dass
die Gruppentafel zyklisch ist.

Hinweis: Beachten Sie die analoge Konstruktion auf Seite 195 fiir
GF(9).

(0,1,0) hat die Ordnung 7 und ist somit ein erzeugendes Element.

®§ | (0,1,0) | (1,0,0) | (0,1,1) | (1,1,0) | (1,1,1) | (1,0,1) | (0,0,1)
(0,1,0) [[ (1,0,0) [ (0,1,1) [ (1,1,0) [ (1,1,1) [ (1,0,1) | (0,0,1) [ (0,1,0)
(1,0,0) |[ (0,1,1) | (1,1,0) | (1,1,1) | (1,0,1) | (0,0,1) | (0,1,0) | (1,0,0)
(0,1,1) || (1,1,0) | (1,1,1) | (1,0,1) | (0,0,1) | (0,1,0) | (1,0,0) | (0,1,1)
(1,1,0) | (1,1,1) | (1,0,1) | (0,0,1) | (0,1,0) | (1,0,0) | (0,1,1) | (1,1,0)
(1,1,1) | (1,0,1) | (0,0,1) | (0,1,0) | (1,0,0) | (0,1,1) | (1,1,0) | (1,1,1)
(1,0,1) |[ (0,0,1) | (0,1,0) | (1,0,0) | (0,1,1) | (1,1,0) | (1,1,1) | (1,0,1)
(0,0,1) [ (0,1,0) [ (1,0,0) | (0,1,1) | (1,1,0) | (1,1,1) | (1,0,1) | (0,0,1)
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Aufgabe 5.20

Arbeiten Sie in GF(9) mit folgender Benennung der Elemente:
{ 0, 1, 2, x, x+1, x+2, 2x, 2x+1, 2x+2 }
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
Benutzen Sie folgende Rechentabellen und bei Bedarf das
irreduzible Polynom: x? + 1:

ofof1]2]3]4]5]6]7[8][0]0[1][2][3]4]5]6]7|8]
0Jo[1]2[3[4]5]6]7][8|[0]o0J0oJ0J0[0]0[0[0]0O
1[t]2]o|4[5(3]7|8|6]| 1][0o]1]2][3]4]5|6]|7]8
2[2]o[1[5[3[4|8|6]|7|[2]0|2]1|6|8|7|3]5]|4
3[3[4[5(6|7(8|0|1]2|3]0[3]6|2|5|8]|14]|7
4 4[5[3[7[8[6|1|2]0|4]0[4[8|5]6|1|7|2]3
5(5(3(4(8|6|7|2/0|1|5|0|5|7|8|1|3/4/6]2
6 [6/7]8/0[1|2|3|4/5/6|0[6[3|1|7|4/2/8]5
7786 [1[2[0[4|5[3][70|7|5/4]2]6]8]3]1
8867 [2(0|1|5|3|4|8]0[8[4|7|3|2|5]/1]6
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Aufgabe 5.20

Priifen Sie die Korrektheit der Tabellen an folgenden Beispielen
nach:

a) b4 =(x+2)+(x+1)=32x=6V
b) 5042 (x+2)-(x+1)=3x%>+2
X2 +2=3(x*+1)-1+1 21V

—x2 -1
1
)77 =(2x+1)+(2x+1)=3x+2=5V
d) 702 =(2x+1)-2=3x+2=5V
e) 8®2 =(2x+2)+2=32x+1=7V
f) 802 =(2x+2)-2=3x+1=4V
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Aufgabe 5.20

g) Uberprijfen Sie das Distributivgesetz mit den Elementen
2, 3 und 4.

(adb)oc=(acc)@(bOc):

2®3)04=504=1
204)e(B04)=845=1V

co(adb)=(coa)@®(cOb):

40R®3)=405=1
(402)@(4603)=8a5=1V
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Aufgabe 5.21

Untersuchen Sie, ob es zu den folgenden Zahlen einen Korper mit

dieser Anzahl von Elementen gibt. Falls ja, geben Sie die Elemente
in Vektor- oder Polynomschreibweise an. Falls nein, begriinden Sie
Ihre Antwort.

Q@ 13 GF(13) =
{(0), (1), (2),(3),(4).(5).(6), (7),(8),(9), (10), (11), (12)}
@ 16

Q@21=3.7 und somit keine Potenz einer Primzahl p
@ 100 = 22 .55 und somit keine Potenz einer Primzahl p
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Aufgabe 5.22

@ Geben Sie alle Elemente aus GF(16) in Polynomschreibweise
an.
GF(16) =
{0,1,,x +1,x%, x> + 1, x> +x, x> + x + 1,x3,x3 + 1,
X34, X34 x+1, x34x%, X3+ x24+1, X3+ x4+ x, x3 4+ x2 +x+1}
@ Berechnen Sie (x% + x) ® (x3 + 1): Finden Sie dafiir ein
geeignetes irreduzibles Polynom, und weisen Sie die
Irreduzibilitat explizit nach.

Irreduzibles Polynom: h(x) = x* 4+ x + 1

x* 4+ x + 1 Iasst sich nicht in zwei kleinere Polynome mit

deg > 0 zerlegen: Wegen x* und 1 kdmen auf einer Seite nur
die Faktoren x + 1, x2+ 1 und x2 + x + 1 in Betracht. Es
lasst sich jedoch (mittels Polynomdivision) kein passender
zweiter Faktor finden.
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Aufgabe 5.22 b)

(X +x) @2 (3 +1) = x5+ x* + x2 +x

x> 4 x4 +x% 4+ x = (x*+x+1) - (x+1)+x+1
—x° —x% —x
A
—x* —x—1
x+1

(*+x)05 (3+1)=x+1
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Aufgabe 5.24

a) Berechnen Sie das Polynom (3x* + 4x3 + 2x) modulo
(x3 4+ x + 4) in Z7[x].
b) Fiir welchen Korper ist diese Berechnung relevant?
c) Welche Bedingung muss erfiillt sein, damit Sie diese Rechnung

hier zur Erstellung einer Multiplikationstabelle verwenden
konnen? Ist diese Bedingung hier erfiillt? (Begriindung!)

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 5.24 a) + b)

a) Berechnen Sie das Polynom (3x* + 4x3 + 2x) modulo
(x3 +x +4) in Z7[x].

3x* +4x3 + 2x=7 (x3+x+4)-(3x+4)+ (4x*>+5)
—3x* —3x? —12x
4x3 + 4x% + 4x
—4x3 — 4x—-16
4x? + 5

b) Fiir welchen Korper ist diese Berechnung relevant?

73 =343 = GF(343)
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Aufgabe 5.24 ¢)

c) Welche Bedingung muss erfiillt sein, damit Sie diese Rechnung
hier zur Erstellung einer Multiplikationstabelle verwenden
konnen? Ist diese Bedingung hier erfiillt? (Begriindung!)

g(x)=x3+x+4

g(0)=,0+0+4=,4
g(l)=714+1+4=,6
g2)=71+2+4=7,0

Das Polynom x3 + x + 4 hitte in Z7[x] irreduzibel sein miissen.
Das ist es aber nicht, da es bei x = 2 eine Nullstelle hat.

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 5.25

Untersuchen Sie den Korper mit 343 Elementen und vergleichen
Sie lhre Resultate mit einem der zur Verfligung stehenden
Programme iber Endliche Korper (herunterzuladen von der Seite:
http://www.fh-wedel.de/mitarbeiter/iw/f-e/fertig/
sw-projekte/galoisfeld/)

343=7 p=7 r=3
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http://www.fh-wedel.de/mitarbeiter/iw/f-e/fertig/sw-projekte/galoisfeld/
http://www.fh-wedel.de/mitarbeiter/iw/f-e/fertig/sw-projekte/galoisfeld/

Aufgabe 5.25 a)

a) Geben Sie ein geeignetes irreduzibles Polynom an und weisen
Sie die Irreduzibilitat explizit nach!
Hinweis: Arbeiten Sie mit moglichst kleinen Koeffizienten! Man
findet schnell einen geeigneten Kandidaten.

gx)=x>+x+1
g(0)=,04+0+1=71
1)=714+1+41=73
2)571+2—|—1E74
3)=76+3+1=,3
4)=71+4+1=76

)

)

)

0y 0g

o

gb)=7r6+5+1=75

(
(
(
(
s(
(
(
g(6)=76+6+1=,6
(

g(x) hat keine Nullstellen und deg(g(x)) <3 = irreduzibel
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Aufgabe 5.25 b)

b) Uberpriifen Sie das Resultat von 200 & 300, indem Sie die
Vektoraddition explizit durchfiihren!

200=4-7>+4
200 = 4x% + 4 = (4,0,4)
300=6-7>+6

300 = 6x2 4 6 = (6,0,6)

200 & 300 :
(47 07 4) D (63 07 6) =7 (3a Oa 3)
3:72+3=150

200 & 300 = 150
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Aufgabe 5.25 ¢)

c) Uberpriifen Sie das Resultat von 200 ® 300, indem Sie die
Polynommultiplikation und anschlieBende Reduktion explizit
durchfiihren!

200 ® 300 :
(4x% + 4) - (6x° +6) = 24x* 4 48x% + 24 =7 3x* + 6x% + 3

3x* + 6x2 +3=7(x>+x+1)-3x+ (3x% + 4x + 3)
—3x% — 3x% — 3x
3x24+4x+3

3-724+4.7+3=178
200 ® 300 = 178
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Aufgabe 5.25 d)

d) Uberpriifen Sie wie eben das Resultat von 45 & 40!

45=6-7+3
45 = 6x +3 = (0,6,3)
40=5-7+5

40 = 5x +5 = (0,5,5)

45 40 :

(6x + 3) - (5x +5) = 30x? + 45x + 15 =7 2x% + 3x + 1
2.7243.7+1=120

45 ® 40 = 120
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Aufgabe 5.25 e)

e) Uberprijfen Sie die Resultate von 200 © 300 und 200 @ 300,
indem Sie diese mit jeweils einer anderen Operation im selben
Programm lberpriifen! Geben Sie in lhrer Lésung an, mit
welchen Operationen Sie das liberpriift haben!

200 © 300 = 250
250 @ 300 = 200 v/

200 © 300 =3
3® 300 =200 v
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Aufgabe 6.1

Beweisen Sie den Satz, dass es n k-Tupel einer n-elementigen
Menge gibt mit vollstandiger Induktion lber k: Sie diirfen
benutzen, dass ein kartesisches Produkt zwischen zwei Mengen M
und N insgesamt |M| - |N| Elemente enthalt (Satz 6.1, Teil 2).

Induktionsverankerung A(1) und A(2):

Da es keine 0-Tupel einer n-elementigen Menge gibt aber n® = 1
ware, gilt der Satz erst ab k > 1:

Sei k =1, dann sind die 1-Tupel einer n-elementigen Menge M die
Elemente der Menge selbst. Es gibt also n = n' 1-Tupel. v/

Sie k = 2, dann ist die Menge aller 2-Tupel (Paare) einer
n-elementigen Menge M das kartesische Produkt M x M.
Nach Satz 6.1, Teil 2 ist (M x M)| = |M|-|M| =n-n=n? v
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Aufgabe 6.1

Induktionsschluss A(n) = A(n+1):

zu zeigen:

Es gibt n**1 (k + 1)-Tupel einer n-elementigen Menge M.

Die Menge aller (k + 1)-Tupel einer n-elementigen Menge M ist
die (k + 1)-stellige Verkniipfung

Mx Mx..x M= {(31,...,ak,ak+1) ’ at,...,dk,dk+1 € M}
k+1 Faktoren

und gleichmachtig zu der Hintereinanderschaltung

(MxMx..xM)xM={((a1,...,ak), ak+1) | a1, ..., ak+1 € M}

k Faktoren

deren Elemente sich nur durch die Klammerung unterscheiden.
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Aufgabe 6.1

Nach Induktionsannahme hat die Menge
MxMx..xM={(a1,...,ax) | a1, ..., ak € M} n* Tupel.

k Faktoren

Somit hat nach Satz 6.1, Teil 2 die Menge
(MxMx..xM)xM={((a1,...,ak), ak+1) | a1, ..., ak+1 € M}

k Faktoren

nk . |M| = nk.n= nk*1 Tupel. v
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Aufgabe 6.2

Bestimmen Sie die Anzahl der durch 2, 3, 9 oder 11 teilbaren
natiirlichen Zahlen kleiner gleich 200 mit Hilfe der Siebformel.

Die Vielfachen von 9 sind auch Vielfache von 3. Damit bleibt die
Anzahl dieselbe, wenn man nur die Teilbarkeit durch 2, 3 oder 11
betrachtet. Damit hat man die Vielfachen von 9 vollstandig erfasst.
My ={xeN|(3geN:x=2-q9)Ax <200} ={0,2,4,...,200}
Ms;={xeN|(3ge N: x=3-qg) Ax <200} = {0,3,6,...,198}

Mii ={xeN|(3ge N:x=11-g) A x <200} =
{0,11,22, ..., 198}
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Aufgabe 6.2

‘MzUM3UM9UM11|:‘M2UM3UM1]_| =

Siebformel
‘MQ‘ + ’Mg;’ + |M11’ — “\/]2 n M3‘ — ‘/\/]2 N /\/I11| — ‘/\/]3 N /\/I11’ —+
‘Mz N Mz N M11|

Berechnung der Anzahl der Elemente der Einzelmengen:
|Mz| = [{0,2,4,...,200}] = % +1=101

|Ms| = 1{0,3,6,...,198}| = 128 + 1 =67
|Myi1| = |{0,11,22,...,198}| = 18 4+ 1 =19

|Ma N Ms| = |[Mg| = |{0,6,12,...,198}| = 138 + 1 = 34
|My N My1| = [Mao| = [{0,22,44,...,198}| = 28 +1 =10

|M3 N Mi1| = |Ma3| = |[{0,33,66,...,198}| = 28 +1=7
My N M3 0 My | = |{0,66,132,198}| = 4

Damit ergibt sich fiir die Gesamtmenge:
[My U M3 UMy U Myp| =101 +67+19—-34—-10—-7+4 = 140
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Aufgabe 6.3

Ist es besser, zwei 3-stellige Zahlenschlosser oder ein 6-stelliges zu
benutzen? Begriinden Sie lhre Antwort!

Es ist besser ein 6-stelliges Zahlenschloss zu benutzen.

Zwei 3-stellige Zahlenschlosser:
2 -10% = 2.000 mogliche Kombinationen

Ein 6-stelliges Zahlenschloss:
1-10°% = 1.000.000 méogliche Kombinationen
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Aufgabe 6.4

Gegeben sei die Menge {a, b, c,d, e, f}.
Bilden Sie alle 4-elementigen Teilmengen und vergleichen Sie ihre
Anzahl mit dem entsprechenden Binomialkoeffizienten.

{a,b,c,d} {a,b,c,e} {ab,c,f} {ab,d,e} {ab,d,f}
{a,b,e,f} {a,c,d,e} {ac,d f} {ac,ef} {ad, e f}
{b,c,d,e} {b,c,d,f} {b,c,e,f} {b,d,e,f} {c,d,e f}
—> 15 Teilmengen.
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Aufgabe 6.5

Aus dem ASCII-Alphabet (mit n = 26 Zeichen) sollen Worter der
Lange k = 2;3; 4 so gebildet werden, dass die Wiederholung eines
Zeichens je Wort ausgeschlossen ist. Wie viele Worter konnen
jeweils gebildet werden?

k = 2: Es konnen 26 - 25 = 650 Worter gebildet werden.

k = 3: Es konnen 26 - 25 - 24 = 15600 Worter gebildet werden.

k = 4: Es konnen 26-25-24 .23 = 358800 Worter gebildet werden.
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Aufgabe 6.6

Welchen Koeffizienten hat der Term a*b?cd® in (a+ b+ c + d)19?
() Q) (1) G) =57

210 - 15 - 4 - 1 = 12600

o
&

4.1 =

N
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Aufgabe 6.8

Gegeben sei die Permutation (254 3) (97) (16 38)

a) Schreiben Sie diese als Permutationstabelle und als Anordnung
auf.
8 9
17

£ 1 2 3 4

°~\6 5 2 3
fo=65234891

b) Geben Sie die Zerlegung in Transpositionen an.

(23)(24)(25)(97)(18)(16)

56 7
4 8 9
7

c) Ist die Permutation gerade oder ungerade?
gerade!

(gerade Anzahl von Transpositionen)
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Aufgabe 6.9

Gegeben sei die Permutation
(20254)(121013) (19397 15) (11 14 17) (1 16 6 8 18).

Ist die Permutation gerade oder ungerade?
(Hinweis: Lésungszeit < 1 Minute).

ungerade!

da ungerade Anzahl ungerader Zyklen: (20 2 5 4)

Achtung:

Ein Zyklus mit einer geraden Anzahl von Elementen lasst sich mit
ungerade vielen Transpositionen darstellen, ist also ungerade.
Daher ist ein Zyklus mit einer ungeraden Anzahl von Elementen
gerade (trifft auf alle anderen Zyklen oben zu).
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Aufgabe 6.10

Betrachten Sie die Permutationsgruppe [s.
@ Geben Sie den Isomorphismus zwischen I3 und S3 explizit an.

53,0 | po p1 P2 o 0r 0o

My,o| (1) (123) (132) (12) (23) (13)

ord 1 3 3 2 2 2
f(p1) = (123) und f(oy) = (12) als erzeugende Elemente
festgelegt.

f(p2) = (132) ergibt sich aus einem verbleibenden Element
mit Ordnung 3.

f(or) = f(p2001) = f(p2) o f(o)) = (132) 0 (12) = (23)
f(0o) = (13), da jeweils letztes verbleibendes Element.

@ Geben Sie fiir jedes Element aus 13 sein Inverses an.

xelz | (1) (123) (132) (12) (23) (13)
x T (1) (132) (123) (12) (23) (13)
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Aufgabe 6.10 c)

c) Zeigen Sie, dass die Menge aller ungeraden Permutationen
keine Untergruppe von [13 ist.

Die Menge aller ungerader Permutationen {(12), (13),(23)} ist
keine Untergruppe, da bei der Komposition von zwei ungeraden
Permutationen eine gerade Permutation entsteht und somit die
innere Verknupfung verletzt wird.

Beispiel: (12) o (13) = (132)
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Aufgabe 6.12

Betrachten Sie die Gruppe S; aller Permutationen der Zahlen
1,2,3,4:

a) Geben Sie alle Elemente der Gruppe in Zyklendarstellung an
und unterstreichen Sie in die geraden Permutationen aus der
alternierenden Gruppe Ajs.

o1 = (1) o7 =(34) o013 = (14 3) c19=(1342)
o0=(12) 03=(123) o01a=1(234) o2 =(1423)
03=(13) 09=(124) o015=(243) o1 =(1432)
oa=(14) 010=(132) 016=(1234) o02n=(12)(34)
o5 =(23) 011=(134) 017=(1243) o23=(13)(24)
o6=(24) 012=(142) 018=(1324) o02=(14)(23)
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Aufgabe 6.12

b) Geben Sie zu den Elementen (1 3 2 4) und (1 3)(2 4) die
Inversen an.

(1324)1=(4231)=(1423)
(13)(24)1 =(13)(24)

c) Zeigen Sie an den Elementen von b), dass das
Kommutativitatsgesetz nicht gilt.
(1324)0(13)(24)=(12)
(13)(24)0(1324)=(34)

Die Ergebnisse sind nicht gleich.
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Aufgabe 6.13

Betrachten Sie die Gruppe Ss.

Geben Sie an, wie viele Elemente diese Gruppe hat.
5/=1.2.3.4.5=120

Geben Sie ein Element maximaler Ordnung an.

Weisen Sie die Ordnung explizit nach, und begriinden Sie
informell, warum es kein Element groBerer Ordnung geben
kann.

(123)(45), Ordnung = 6:

(123)(45) o (123)(45) = (132)

(123)(45) o (123)(45) o (123)(45) = (45)

(123)(45) o (123)(45) o (123)(45) o (123)(45) = (123)
(123)(45) o (123)(45) o (123)(45) o (123)(45) o (123)(45) =
(132)(45)

(123)(45) o (123)(45) o (123)(45) o (123)(45) o (123)(45) o
(123)(45) = (1)
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Aufgabe 6.13 b)

Begriindung:

Jeder n-elementige Zyklus verschwindet bei n-facher
Hintereinanderschaltung, weil dann jedes Element wieder auf sich
selbst abgebildet wird.

Die Ordnung einer Permutation ist also das kleinste gemeinsame
Vielfache (kgV) der jeweiligen Anzahl der Elemente aller disjunkter
Zyklen.

Die Summe der Elemente aller disjunkter Zyklen einer Permutation
der Menge M ist maximal |M|, bei Ss also 5.

Die maximale Ordnung bei |[M| =5 ist kgV/(2,3) =2-3 =6.
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Aufgabe 7.2 a)

@ Finden Sie im folgenden Graphen einen Eulerkreis (oder
Eulerweg) und einen Hamiltonkreis, falls das moglich ist.
Begriinden Sie gegebenenfalls, warum es nicht geht.

B C
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Aufgabe 7.2 a)

Eulerweg: Hamiltonkreis:

Nur Eulerweg zwischen A und H wegen ungerader Valenz moglich.
z.B.: A-B-C-G-B-H-C-D-E-F-D-H-F-A-H
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Aufgabe 7.2 b)

b) Ergibt der folgende Graph andere Resultate?
B C
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Aufgabe 7.2 b)

Eulerweg: Hamiltonkreis:
B C
D
A
F E

Nur Eulerweg zwischen A und H wegen ungerader Valenz moglich.
z.B.: A-B-C-G-B-H-C-D-E-F-D-A-F-H
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Aufgabe 7.2 ¢)

c) Ergibt der folgende Graph andere Resultate?
B C
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Aufgabe 7.2 ¢)

Eulerweg: Hamiltonweg:
B C
D
A
F E

Nur Eulerweg zwischen H und D wegen ungerader Valenz moglich.
z.B.: H-F-A-B-C-G-B-H-C-D-E-F-D

Da E, A und G den Grad 2 haben sind fir den Hamiltonweg die
ineinandergreifenden Teilabschnitte D-E-F, F-A-B und B-G-C
vorgegeben. Duch hinzufiigen von C-H entsteht nur ein
Hamiltonweg aber kein Hamiltonkreis.
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Aufgabe 7.3 mit anderem Startknoten

Berechnen Sie in dem gewichteten Dodekaedergraphen den
kirzesten Weg von A nach B mit dem Algorithmus von Dijkstra.
Sie miissen nicht alle Zwischenschritte angeben, aber zeichnen Sie
die kiirzesten Wege zu allen Punkten ein, die dieser Algorithmus
berechnet hat.
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Aufgabe 7.3 mit anderem Startknoten
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Aufgabe 7.4

Bestimmen Sie in dem bewerteten Dodekaedergraphen einen
minimalen spannenden Baum nach dem Algorithmus von Kruskal.
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Aufgabe 7.5

Bilden Sie im Ubungsgraphen von Abbildung 7.43 Geriiste, die
folgende GroBen minimieren:

a) Gesamtlange der Wege von A zu allen anderen Ecken (Dijkstra)

b) Gesamtlange aller Kanten (Kruskal)

Berechnen Sie die Gesamtlange der Wege von A sowie aller Kanten
fiir beide Gertiste.
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Aufgabe 7.5 a)

Dijkstra: H

Gesamtlange der Wege von A: 54
Gesamtlange aller Kanten: 27
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Aufgabe 7.5 b)

Kruskal: H

Gesamtlange der Wege von A: 63
Gesamtlange aller Kanten: 23
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Aufgabe 7.6

Zeichnen Sie alle Baume mit 6 Ecken und wahlen Sie fiir jeden
Baum eine Wurzel so aus, dass seine maximale Suchtiefe minimal
ist. Geben Sie diese Suchtiefe an.

W
W W W W
@ N
Suchtiefe:
3 2 2 2 2 1
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Aufgabe 7.7 mit 18 statt 25 Knoten

Zeichnen Sie:

a) einen bindren Suchbaum mit genau 18 Knoten und minimaler
Suchtiefe.

b) einen ternaren Suchbaum mit genau 18 Knoten und minimaler
Suchtiefe.

c) einen 5-dren Suchbaum mit genau 18 Knoten und minimaler
Suchtiefe.

d) Losen Sie die Aufgaben a) bis c) mit 18 Blattern statt Knoten.
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Aufgabe 7.7 a) mit 18 statt 25 Knoten

Zeichnen Sie:

a) einen bindren Suchbaum mit genau 18 Knoten und minimaler
Suchtiefe.
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Aufgabe 7.7 b) mit 18 statt 25 Knoten

Zeichnen Sie:

b) einen terndren Suchbaum mit genau 18 Knoten und minimaler
Suchtiefe.
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Aufgabe 7.7 c) mit 18 statt 25 Knoten

Zeichnen Sie:

c) einen 5-dren Suchbaum mit genau 18 Knoten und minimaler
Suchtiefe.
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Zusatz zu Aufgabe 7.7 mit 18 statt 25 Knoten

Zeichnen Sie:
d) Losen Sie die Aufgaben a) bis ¢) mit 18 Blattern statt Knoten.

a)
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Zusatz zu Aufgabe 7.7 mit 18 statt 25 Knoten

Zeichnen Sie:
d) Lésen Sie die Aufgaben a) bis c) mit 18 Blattern statt Knoten.

b)
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Zusatz zu Aufgabe 7.7 mit 18 statt 25 Knoten

Zeichnen Sie:
d) Losen Sie die Aufgaben a) bis c) mit 18 Blattern statt Knoten.

c)
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Aufgabe 7.8

Beweisen Sie mit Hilfe des Satzes von Kuratowski, dass der
Petersengraph nicht planar ist.

Der Petersengraph enthalt als Untergraph eine Unterteilung von
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Aufgabe 7.10 a)

Ist der Ubungsgraph von Abbildung 7.43 planar? Begriinden Sie
lhre Antwort!

Der Graph ist nicht planar, weil er Unterteilungen von Ks und K33
enthalt.
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Aufgabe 7.10 a)

Unterteilung von Ks: J-M-K-C-B
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Aufgabe 7.10 a)

Unterteilung von Ks: M-H-G-E-K

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 7.10 a)

Unterteilung von Ks: M-H-G-L-K
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Aufgabe 7.10 a)

Unterteilung von Kz 3: J,M,H und |.K,G
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Aufgabe 7.10 b)

Falls die Antwort in der vorherigen Aufgabe "ja" war, fligen Sie
Kante(n) hinzu, sodass der Graph nicht mehr planar ist. Falls die
Antwort "nein” war, entfernen Sie Kanten, sodass der Graph
planar ist. Begriinden Sie wiederum lhre Antwort!

Da der urspriingliche Graph nicht planar ist, miissen also Kanten
entfernt werden, bis er planar ist.

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 7.10 b)

Losung mit der Entfernung von nur einer Kante
urspriinglicher Graph:

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 7.10 b)

Entfernung der Kante C-D:
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Aufgabe 7.10 b)

Uberkreuzungsfreie Zeichnung:

Jorg Porath, redigiert von Sebastian Iwanowski Losungen zum Buch Diskrete Mathematik mit Grundlagen



Aufgabe 7.10 b)

Der Graph ist planar.
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Aufgabe 7.11

Zeigen Sie anhand der Europakarte, dass der duale Graph, der
entsteht, wenn man die Konigsberger Exklave und Russland als ein
Land betrachtet, das im dualen Graphen nur durch eine Ecke
reprasentiert wird, nicht planar ist.

Der duale Graph enthalt als Untergraph ein K3 3 mit Lettland,
Litauen und Polen auf der einen und Russland, WeiBrussland und
der Ostsee auf der anderen Seite.
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Aufgabe 7.12 a)

Farben Sie die Ecken des Ubungsgraphen von Abbildung 7.43 so,
dass benachbarte Ecken verschiedene Farben haben. Versuchen Sie
mit einer minimalen Anzahl von Farben auszukommen.

Die nachfolgende Losung kommt mit 4 Farben aus. Mit weniger
Farben geht es nicht, weil der Graph den K; mit den Ecken B, C,
K, J als Teilgraphen enthalt.
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Aufgabe 7.12 a)
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Aufgabe 7.14

Farben Sie die Bundeslander von Deutschland so, dass benachbarte
Lander unterschiedliche Farben bekommen, aber insgesamt
moglichst wenige Farben verbraucht werden.
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