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Organisationsform dieser Vorlesung

Vorlesung (Prasentation des neuen Stoffs im Frontalunterricht):
2 Lehreinheiten pro Woche bei Prof. IwanowskKi

In diesem Semester durch Vimeo-Livestream:
Event (URL) wird auf Webseite bzw. Moodle bekannt gegeben.
Passwort: hs5live.

Ubungsaufgaben (selbstandige Ubung des neuen Stoffs):

werden einmal pro Woche ausgegeben zur selbstandigen Bearbeitung
(veranschlagter Zeitaufwand inklusive Nacharbeit der Vorlesung:
5 Stunden pro Woche)



Organisationsform dieser Vorlesung

GroRe Ubung fur alle:

1 Lehreinheit pro Woche bei Cordula Eichhorn.
Dort werden die Losungen der Ubungsaufgaben fur alle vorgefihrt.
Informationen flr den Online-Betrieb auf Moodle.

Tutorien (Arbeiten in Kleingruppen):.
In diesem Semester: siehe Zusatzangebote bei Moodle

Interessierte Schiler mussen sich fir den Ubungsbetrieb anmelden,
damit sie einen Moodle-Zugang bekommen.



Inhaltlicher Umfang dieser Vorlesung
Inhaltliche Voraussetzungen:

Logisches Denken, Mathematik bis 9. Klasse (Gymnasium)

Lernziele dieser Vorlesung:

Verstandnis fur Mathematik und Freude daran

4 )
Wenn Du ein Schiff bauen willst, dann trommle nicht Deine Manner zusammen,
um Holz zu beschaffen und um die Arbeit zu verteilen,

sondern lehre sie die Sehnsucht nach dem weiten endlosen Meer.
\__ J

Direkte inhaltliche Relevanz flr folgende Vorlesungen:

Informationstechnik, Digitaltechnik, Programmstrukturen, Grundlagen der
Theoretischen Informatik, Algorithmen und Datenstrukturen, Datenbanken,
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1. Grundlagen der Mathematik

1.1 EinfUhrung
Was ist das Wesentliche der Mathematik ?
Mathematik ist in erster Linie das Erkennen von:
« Strukturen
« Zusammenhangen
* Verallgemeinerungen

« Gemeinsamkeiten
Erst aus diesen Prinzipien folgert man:

 Rechenregeln
« Vorgehensweisen (Algorithmen)

Formalismen dienen in der Mathematik zu
« einer eindeutigen Ausdruckswelse
« einem besseren Verstandnis fur den Menschen



1. Grundlagen der Mathematik

1.1 EinfUhrung
Was ist Diskrete Mathematik ?

« Logik

« Mengenlehre

» Diskrete Zahlenbereiche

« Kombinatorik

* Graphentheorie

« Algebra

Was gehdrt nicht zur Diskreten Mathematik ?
« Analysis / Funktionentheorie
* Lineare Algebra

« Wahrscheinlichkeitsrechnung / Statistik



1.2 Aussagenlogik
Aussagen und Wahrheitswerte

Was ist eine Aussage ?

* Eine elementare Aussage ist ein beliebiges Objekt.

« Elementare Aussagen sind unteilbar.

« Wegen der Unteilbarkeit heil3en elementare Aussagen auch Atome

Was ist ein Wahrheitswert ?
« Ein Wahrheitswert ist ein Element aus einer
zweielementigen Menge (z.B. dargestellt als {w, £} oder {0,1}).
Was macht die Aussagenlogik ?

« Die Aussagenlogik beschaftigt sich mit Funktionen,
die jeder Aussage einen Wahrheitswert zuordnen.

 Solche Funktionen heif3en bindre Funktionen



1.2 Aussagenlogik
Operatoren zwischen Aussagen

Durch Operatoren werden
aus alten Aussagen
neue Aussagen geschaffen:

Einstelliger Operator:

 Negation (7)

Zweistellige Operatoren:

« Konjunktion (A)
« Disjunktion (V)
* Implikation (—)

- Agquivalenz («+)

Wahrheitswerte flr die neuen Aussagen:
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1.2 Aussagenlogik
Zusammenhang zwischen den Operatoren

Logische Aquivalenzregeln: Wahrheitswerte flr die neuen Aussagen:

- N \% - <
D— Qe Tg— P P q P |PAQ|PVQ|P~>QqQ|Peq
Kontraposition v v £ v v v v
w £ £ £ w £ £
P—qeTpV(
- f " w £ w " £
Ersetzen der Implikation durch - und v
£ £ ' £ £ 1 '
p~ge(P—a)A(q—p)
Ersetzen der Aquivalenz durch Implikationen
PAQESQADP
(pAQ)e PV TQ pvgeqvp
(pVvqg)ep AT Kommutativgesetze
deMorgansche Regeln

—I—Ip S p
Doppelte Negation

PA(QVI)e(PAQ)V(PAT)
pV(AAN e PEVAA(PVT)

Distributivgesetze




1.2 Aussagenlogik
Zusammenhang zwischen den Operatoren

Logische Schlussregeln: Wahrheitswerte flr die neuen Aussagen:

(P—adAp=>q( P g | 7P |pPAQ|pVa|p-q|peq
Modus ponens W w t w w W w

\ £ £ £ w £ £
(p—qg)A"g =P £ | w | w | £ | w | w | f
Modus tollens £ £ W £ £ w w
P—ar(@—r)=>(p—r) PAQG=>Dp PAG=(
Kettenschluss Logische Einschrankung

(P—aA(Cp—"q)=>p

Indirekter Beweis

PV ATQg=p

Logischer Ausschluss




1.3 Pradikatenlogik
Aussageformen, Variable und Pradikate

Was ist eine Aussageform ?
« Eine Aussageform ist ein Ausdruck mit Variablen aus
bestimmten Definitionsbereichen.

* Die Belegung jeder Variable mit einem zulassigen Wert macht
aus einer Aussageform eine Aussage

Was ist ein Pradikat ?

« Ein Pradikat gehort zu einer Aussageform und beschreibt die
Eigenschaft einer Wertekonstellation, eine Aussageform zu
einer wahren Aussage zu machen.

« FUr jede Wertekonstellation von Werten aus dem
Definitionsbereich der Variablen ist das zu der jeweiligen
Aussageform gehorende Pradikat definiert.

« Ein Pradikat kann wabhr (erftllt) oder falsch (nicht erftllt) sein.



1.3 Pradikatenlogik
Quantoren

« fdr Aussageformen, die nur von x abhangen:

Der Existenzquantor 3x (...) beschreibt die Aussage, dass es
(mindestens) einen Wert fur x gibt, der die dahinter stehende
Aussageform in x zu einer wahren Aussage macht.

Der Allqguantor Vx (...) beschreibt die Aussage, dass
jeder Wert flr x die dahinter stehende Aussageform in x

Zu einer wahren Aussage macht.

Die Definitionsbereiche flr die Variablen durfen eingeschrankt

werden: ) . . . )
Fur den Existenzquantor ist das eine Verscharfung,

far den Allguantor eine Abschwachung der Aussage.



Quantoren

1.3 Pradikatenlogik

fur Aussageformen, die von weiteren Variablen abhangen:

Existenzquantor 3x (...) und Allguantor Vx (...)

beschreiben Aussageformen, die nur noch von den restlichen
Variablen abhanaen. da iiber x die Aussaae bereits aemacht ist.

Beispiel 1.2
A%z) == dx e D:Vyec E: A(x,y,z)

Wenn A(x, vy, z) die Aussageform ist, dass die Zengnisnote = fiir das Fach g
an den Studenten z vergeben wird, also IV die Menge der méglichen Zeug-
nisnaten und E die Menge aller Facher ist, dann st in diesem Beispel die
Aussapeform A*(z), dass es eine Zeugnisnote gibt, die Student z in allen
Fiachern erhalten hat. Der Wahrheitswert der Aussageform A® (z) hiingt nur
noch davon ab, welcher Student fir z eingesetzt wird: Manche Studenten
z haben tatsachlich in jedem Fach dieselbe Note erhalten (fiir diese z 1st
A*(z) wahr), andere haben unterschiedliche Noten erhalten (fiir jene z ist
A*(z) falsch).

Dies macht aus der Aussageform A(x,y, z) durch die Bindung von = und ¢
an Quantoren also eine neue Aussageform A®(z), deren Wahrheitswert nur
noch von der freien Variablen z abhingt. Im Allgemeinen wird ans einer
Aussageform durch die Bindung von Cuantaren genan dann eine Aussage,
wenn jede Varsable doavch @men Quantor gebanden wird.
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1.3 Pradikatenlogik

,Rechenregeln” fur die Quantoren:

VX (F(x)) © 3Ix (7F(x))
73X (F(X)) © VX (7F (X))

Verallgemeinerung von deMorgan

vx vy (F(Xx,y)) © Vy vx (F(X.y))
3x 3y (F(x,y)) & 3y Ix (F(x,y))

Vertauschung gleicher Quantoren

Was gilt bei der Vertauschung verschiedener Quantoren ? (©,2,<,)

ax vy (F(x,y)) vy 3ax (F(x,y))

3y VX (F(x,y)) vx 3y (F(x,y))



1.3 Pradikatenlogik

,Rechenregeln” fur die Quantoren:

Was gilt bei Hineinziehen von Quantoren in A oder vV ? (©,2,<,%)

VX (F(x)) vV ¥x (G(x)) VX (F(x) vV G(x))
VX (F(x)) A VX (G(X)) VX (F(X) A G(X))
Ix (F(x)) v Ax (G(x)) Ix (F(x) v G(x))

3Ix (F(x)) A 3x (G(x)) Ix (F(x) A G(X))



1.3 Pradikatenlogik

Arithmetische Vergleichspradikate:

Prafix-Notation Infix-Notation Postfix-Notation

(Standard in Pradikatenlogik) (Standard in Arithmetik) (Standard auf alten
Taschenrechnern ohne
Klammern)

lessThan (x,y) x <y X, vy, <

equal (x,y) X =y X, Yy, =

Mit diesen beiden Pradikaten lassen sich alle anderen
Vergleichspradikate bilden:

X Sy X 2y X ¥y X >y

Wie drickt man mit diesen Pradikaten aus, dass eine Zahl x zwischen y und z liegt ?



1.3 Pradikatenlogik
Ubersetzung Umgangssprache in pradikatenlogische Formeln

Umgangssprache Formel
Objekte mit Eigenschaft E haben auch Eigenschaft F. vx E(x) » F(x)
Nur Objekte mit Eigenschaft E haben auch Eigenschaft F. vx E(x)  F(x)
Ho6chstens Objekte mit Eigenschaft E haben auch Eigenschaft F. vx F(x) » E(X)
Nur x hat die Eigenschaft F. vy F(y) © y=x
Hochstens x hat die Eigenschaft F. vy F(y) - y=X
Alle Objekte haben die Eigenschaft F. VX F(X)

Kein Objekt mit Eigenschaft E hat Eigenschaft F. vx E(X) » = F(x)
Kein Objekt hat die Eigenschaft F. VX = F(X)
Einige Objekte mit Eigenschaft E haben auch Eigenschaft F. 3 x E(X) A F(X)

(keine Implikation!)
Objekte x mit Eigenschaft E haben Eigenschaft F. vx E(x) - F(x)

Objekte x mit Eigenschaft E sind die Objekte mit Eigenschaft F. vx E(x) & F(x)



1.3 Pradikatenlogik
Ubersetzung Umgangssprache in pradikatenlogische Formeln

Umgangssprache Formel

Fur alle Objekte x, fur die es ein n gibt mit P(x,n), gibt es ein m mit Q(x,m) vx ¥n 3 m P(x,n) - Q(x,m)
Warnung!

VX ¥Yn ¥V m P(x,n) = Q(x,m) ist eine starkere Aussage:

Jetzt musste Q(x,m) fur alle m gelten, wenn es fur x ein n, gibt mit P(x,n).

vx 3 n3ImP(x,n) > Q(x,m) ist eine schwéachere Aussage:
Jetzt miUsste Q(x,m) fur kein m gelten, selbst wenn es fir x ein n, gibt
mit P(x,ny): Denn man konnte in P(x,n) einfach ein n, # n, einsetzen mit
P(x,n,) =<1, und dann muss Q(x,m) niemals wahr sein.

Beispiel:

Alle Leute, die verheiratet sind, haben einen Trauzeugen.





