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Entscheidungsproblem

Allgemeine Aufgabenstellung, flr die in konkreten Fallen eine
Losung gesucht wird.

aelund b € O und (a,b) € P = b ist eine Losung von «

Beispiel: Problem der Addition

B A =N
O=N
P={({(a,b),c) eN*XN | a+b=c}

P =1((1,1),2),((1,2),3), ((1,3),4), ...}
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Probleme mit zweiwertiger LOsungsmenge.
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Wortproblem

Entscheidungsproblem

Definition: Wortproblem einer formalen Sprache

Zu jeder formalen Sprache L C X* ist das zugehorige
Wortproblem:

e Gegeben: w € X*

e Gefragt: Gilt w € L

Entscheidungsproblem als Wortproblem

 Kodierung von N als Worter Gber ¥ = {0,...,9}
 Primzahlen bilden formale Sprache: PRIMES C >*

* Primzahlproblem = Wortproblem fUr PRIMES
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Berechenbarkeit

Alan Mathison Turing
(1912 — 1954)

Veréffentlichte 1936
seine Arbeit ,,On
Computable Numbers,
with an Application to the
Entscheidungsproblem®,
in der er unter Anderem
auch seine berihmte
Turing-Maschine
beschreibt.



Turing-Maschine

Berechenbarkeit
(Sa Za Ha 53 S()a I:I ’ E)

Eine Turing-Maschine besteht aus
> der endliche Zustandsmenge S

> dem endlichen Eingabealphabet x

> dem endlichen Bandalphabet 11 mit I1 D> =

Alan Mathison Turing
(1912 — 1954)

> der Zustandsubergangsfunktion 6 : S XII — SXIIX { «, >}
Veréffentlichte 1936
seine Arbeit ,,0On

Computable Numbers, > dem Startzustand So
with an Application to the
Entscheidungsproblem®,
in der er unter Anderem > dem B/ank'symbOl = H\Z

auch seine beriihmte

Turéng-MaS_chine > der Menge der Endzusténde E C S
eschreibt.



Addieren mit einer Turing-Maschine

Berechenbarkeit

S = {89, S1> 595 53, 54}
> =1{1,0}
IT={1,0,}
E = {4}




Addieren mit einer Turing-Maschine

Berechenbarkeit

S = {89, S1> 595 53, 54}
> =1{1,0}
IT={1,0,}
E = {4}




Addieren mit einer Turing-Maschine

Berechenbarkeit

S = {89, S1> 595 53, 54}
> =1{1,0}
IT={1,0,}
E = {4}




Addieren mit einer Turing-Maschine

Berechenbarkeit

S = {89, S1> 595 53, 54}
> =1{1,0}
IT={1,0,}
E = {4}




Addieren mit einer Turing-Maschine

Berechenbarkeit

S = {SO, S15 89, 53,54}
Y ={1,0}
1= {1,0,01}
E = {54}

o




Addieren mit einer Turing-Maschine

Berechenbarkeit

S = {SO, S15 89, 33,54}
Y ={1,0}
1= {1,0,01}
E = {54}

o

Replace o
¥ 1

51



Addieren mit einer Turing-Maschine

Berechenbarkeit

S = {SO, S15 89, 53,54}
Y ={1,0}
1= {1,0,01}
E = {54}

o

Replace o
: 1

51



Addieren mit einer Turing-Maschine

Berechenbarkeit

5 S = {89, S1> 595 53, 54}
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Turing-Berechenbarkeit

Berechenbarkeit

Definition: Turing-Berechenbarkeit

Eine beliebige partielle Funktion f: 2* — X* hei3t Turing-
berechenbar, falls eine Turing-Maschine 7' mit folgenden
Eigenschaften existiert:

e T terminiert unter Eingabe w in s, € E, wenn f(w) # L
e In diesem Fall gilt: ([, sy, @) F* ([J*, s, fl@w) (T*)

Definition: Partielle Funktion

Eine partielle Funktion der Form f: 2* — X* besitzt den
eingeschrankten Definitionsbereich def(f) C X* , es qilt

£ def(f) — =% mit x & def(f) = f(x) = L
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Church’sche These

Berechenbarkeit

e Einseitig beschrankte * While-Programme
Turing-Maschine

e Goto-Programme
e Mehrband-Turing-

Maschine * Registermachine

"
Lambda Kalkul
Church’sche These (1936)

Alonzo Church
(1903 — 1995)

Die Klasse der Turing-berechenbaren Funktionen stimmt mit der
Klasse der intuitiv berechenbaren Funktionen Uberein.
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Berechenbarkeit

Definition: Turing-Akzeptanz

Eine Turing-Maschine T akzeptiert das Wort w € 2*, falls sie

unter Eingabe von @ in einem Endzustand terminiert. Die von T
akzeptierte Sprache L(T) ist definiert als

L(T) :={w € 2* | T akzeptiert o}

Erinnerung: Wortproblem
w € L

Nein Q Q Ja Nein Q Q Ja

Wort akzeptiert Wort abgelehnt
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Bildmenge c()M,) ist entscheidbar

= M, ist abzahlbar

ﬁ}r I(T) = {w € X* | T akzeptiert v}

Sprachen
>* ist abzahlbar

L CX*

2=
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Definition: Allgemeines Halteproblem
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Unentscheidbare Probleme

Satz von Rice

Mit E sel eine nichttriviale funktionale Eigenschaft von Turing-

Maschinen gegeben. Dann ist das folgende Problem
unentscheidbar:

e Gegeben: Turing-Maschine T

e (Gefragt: Besitzt T die Eigenschaft E ?
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Satz von Rice

Mit E sel eine nichttriviale funktionale Eigenschaft von Turing-
Maschinen gegeben. Dann ist das folgende Problem
unentscheidbar:

e Gegeben: Turing-Maschine T

e (Gefragt: Besitzt T die Eigenschaft E ?

e Berechnet T eine konstante Funktion?
 Generiert T zweimal das gleiche Zeichen in Folge?

 Berechnen zwei Turing-Maschinen die selbe Funktion?
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Gegeben: Turing-Maschine 7| und nichttriviale Eigenschaft E

T, erfullt E 4/\ T, erfullt E nicht
@ @
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Satz von Rice

Unentscheidbare Probleme

w
r :
i T terminiert E
., :
T, H :
fl®)

T, erfullt E
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Unentscheidbare Probleme
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T, erfullt £
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Unentscheidbare Probleme
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|4 | 7 terminiert > H = Ty = H erfiillt £ nicht

_ E% 1 T terminiert nicht > H=T, > H erfillt E

T, erflllt E

R LLLLLILL it | EEEEEREEEEN :
T terminiert = H=T7T, > H erfullt £ - )'?'*
T terminiert nicht = H =T, = H erfullt £ nicht [
........ &' i
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Unentscheidbare Probleme
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|4 | 7 terminiert > H = Ty = H erfiillt £ nicht

_ E% "1 | T terminiert nicht= H=T, = H erfillt E

T, erfullt £

R LLLLLILL it | EEEEEREEEEN :
T terminiert = H=T7T, > H erfullt £ - )'?"
T terminiert nicht = H =T, = H erfullt £ nicht [
........ &' i

T, erfullt E nicht

Kontraposition: (A = B) © (0B => -A)
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Unentscheidbare Probleme

lllllllllllllllllllllll

i &, | Herfiillt E = T terminiert nicht

_ % "¢ | H erfillt E nicht = T terminiert

T, erfullt E

RALLLLIILE it frosnnannan, :
H erfillt E nicht = T terminiert nicht 1 "?"
H erfullt £ = T terminiert : nyr
.......... ...

T, erfullt E nicht

Kontraposition: (A = B) © (0B => -A)
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