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Gliederung

• Ziel: darlegen wie sich DNA-Sequenzierung algorithmisch geschickt lösen lässt

• Angewandte Mathematik: Mengenlehre und Graphentheorie

• Einleitung und Motivation

• DNA, Bioinformatik, Gentechnik

• Ableiten der Problemstellung

• Sequenzierungsverfahren, Problemherleitungen

• Algorithmische Ansätze zur Lösung des Problems

• Graphen

• Fortgeschrittene Konzepte

• Einschränkungen des Ansatzes, BSP
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Einleitung und Motivation: DNA

• DNA ist eine Kette von Nukleotiden

• Nukleotide sind gekennzeichnet 

durch eine der Basen A, T, G, C

• Die Abfolge der Basen ermöglicht 

das Speichern von Informationen

• man unterscheidet nicht-codierende

und codierende DNA („Genom“) 

• Gene codieren Proteine, welche im Körper als Signalstoffe dienen und so alle 

biochemischen Prozesse koordinieren 

• nicht-codierende DNA reguliert u.a. die Genexpression. Diese legt die 

Funktion einer Zelle fest
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Einleitung und Motivation: Bioinformatik

• insgesamt nimmt die DNA für die Funktion des Körpers eine Schlüsselrolle ein

• das Human Genome Project (1990-2003) sollte die Gesamtheit der Gene 

finden und die Funktion der codierten Proteine bestimmen

• die menschliche DNA besteht aus ca. 3 Mrd. Nukleotiden und 20.000 Genen

• Bioinformatik hat es ermöglicht mit diesen Datenmengen umzugehen

• wesentliche Aufgaben der Bioinformatik:

• interpretieren des Outputs von Sequenzierungsmaschinen („base calling“) 

• abgleichen von Basensequenzen („sequence aligning“) 

• zusammenfügen von Teilsequenzen zur gesamten DNA („fragment assembly“)
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Einleitung und Motivation: Gentechnik

• durch die Entschlüsselung des Genoms erhoffte man sich tiefgehende 

Erkenntnisse über die Funktionsweise des menschlichen Körpers

• die Hoffnungen wurden nicht enttäuscht, sie wurden teilweise erfüllt

• Beispiel Forschungsgebiet Gesundheit:

• Medikamente können durch genetisch veränderte Bakterien hergestellt werden

• Krankheiten sind häufig auf einen Gendefekt zurückzuführen, z.B. inaktive Gene in 

den Leberzellen von Diabeteskranken

• entwickeln von Antibiotika, gegen die Bakterien keine Resistenz aufbauen können
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Ableiten der Problemstellung

• Generell ist DNA-Sequenzierung ein zweistufiger Prozess:

1. durch experimentelle, biotechnische Verfahren werden die 

Basenabfolgen in Teilsequenzen der DNA bestimmt

• es gibt kein Verfahren, welches die DNA „am Stück“ lesen kann

2. die Basenabfolgen werden mittels informationstechnischer Verfahren 

(Algorithmen) zur kompletten DNA zusammengesetzt

• DNA-Sequenzierung bedeutet die Basenabfolge für eine DNA zu bestimmen

• der Informatik wird ermöglicht auf einer abstrakten Ebene zu arbeiten, 

allerdings ist das biologische Verfahren maßgeblich für den Input
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Ableiten der Problemstellung: SCS

• ein experimentelles Sequenzierungsverfahren heißt Shotgun Sequencing:

1. Vervielfältigen der Ziel-DNA durch Bakterien

2. Zerteilen der Ziel-DNA in zufällige Fragmente durch Ultraschall

3. Sequenzieren der einzelnen Fragmente

• z.B. durch Dideoxy-Methode und Chromatographie
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Ableiten der Problemstellung: SCS

• Ergebnis des Shotgun Sequencing ist eine Menge von Basenabfolgen („reads“) 

der einzelnen Fragmente

• daraus ergibt sich für die Informatik die folgende Problemstellung:

• Gegeben sei eine Menge 𝑾 ⊆ 𝚺⁺ von Wörtern über dem Alphabet 𝚺 = {A, C, G, T}

• Gesucht ist das kürzeste Wort 𝛚 ∈ 𝚺⁺, von dem alle Wörter aus 𝑾 Teilwörter sind

• dies ist auch bekannt als das Problem des kürzesten Superstrings („shortest

common supersequence“, SCS)
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Ableiten der Problemstellung: SCS

• Sei 𝚘𝚟𝚎𝚛𝚕𝚊𝚙(𝒘₁, 𝒘₂) eine Funktion. Ihr Ergebnis ist das längste Teilwort, 

welches sowohl Suffix des Wortes 𝒘₁ als auch Präfix des Wortes 𝒘₂ ist

• Die Länge eines Wortes 𝒘 sei angegeben durch |𝒘|

• Lösungsansatz für SCS:

• jedes Wort aus 𝑾 wird zu einem Knoten in einem vollständigen Graphen 𝑮

• eine gerichtete Kante (𝒘₁,𝒘₂) erhält die Länge -|𝚘𝚟𝚎𝚛𝚕𝚊𝚙(𝒘₁,𝒘₂)|

• das kürzeste Wort 𝛚 zu ermitteln bedeutet einen Pfad im Graphen zu finden, der 

jeden Knoten enthält, und eine minimale Gesamtlänge hat (Traveling Salesman)

• SCS ist NP-vollständig, daher keine geeignete Problemstellung. Sie zwingt sich 

aber für das kennengelernte Sequenzierungsverfahren auf
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Ableiten der Problemstellung: SBH

• „Sequencing by Hybridization“ ist eine alternative Sequenzierungsmethode

• sie beruht auf der Fähigkeit der Basen chemische Bindungen zu ihren 

Komplementen aufzubauen („Hybridisierung“)

• auf einer Oberfläche („DNA-Array“) wird jede mögliche Permutation der Basen, 

mit einer bestimmten Länge 𝒍, an einer festgelegten Stelle befestigt
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Ableiten der Problemstellung: SBH

• „Sequencing by Hybridization“ ist eine alternative Sequenzierungsmethode

• sie beruht auf der Fähigkeit der Basen chemische Bindungen zu ihren 

Komplementen aufzubauen („Hybridisierung“)

• auf einer Oberfläche („DNA-Array“) wird jede mögliche Permutation der Basen, 

mit einer bestimmten Länge 𝒍, an einer festgelegten Stelle befestigt

• die Ziel-DNA wird markiert, auf der Oberfläche aufgebracht und ausgewaschen

• durch die Hybridisierung bleibt die Ziel-DNA an den Permutationen „kleben“, die 

ein Komplement eines Teils der Ziel-DNA sind

• anhand der Markierung lässt sich feststellen an welchen Positionen eine 

Hybridisierung stattfand

• weil die Basenabfolgen der Permutationen bekannt sind erhält man so alle 

Teilwörter der Länge 𝒍 aus der Ziel-DNA
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Ableiten der Problemstellung: SBH

• Sei die Funktion 𝚜𝚙𝚎𝚌𝚝𝚛𝚞𝚖(𝒘, 𝒍) definiert als 𝚜𝚙𝚎𝚌𝚝𝚛𝚞𝚖 : Σ* ⨯ ℕ→ { Σ* }.

Ihr Ergebnis ist die Menge aller Teilwörter von 𝒘 mit der Länge 𝒍

• Die Sequenzierungsmethode SBH führt zur folgenden Problemstellung:

• Gegeben sei eine Menge 𝑾 ⊆ 𝚺 von Wörtern über dem Alphabet 𝚺 = {A, C, G, T}

• Gesucht ist das Wort 𝛚 ∈ 𝚺⁺, für das gilt: 𝚜𝚙𝚎𝚌𝚝𝚛𝚞𝚖(𝛚, 𝒍) = 𝑾

• SBH ist eine Spezialisierung von SCS

• zusätzlich wird verlangt, dass alle Wörter die gleiche Länge 𝒍 haben und alle 

Teilwörter in 𝑾 vorkommen

• dadurch ist SBH nicht mehr NP-vollständig, sondern effizient lösbar

𝒍
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Algorithmen-Entwicklung

• Ziel ist es nun einen Algorithmus zur Lösung des SBH-Problems zu entwickeln

• durch die Definition von 𝚜𝚙𝚎𝚌𝚝𝚛𝚞𝚖 unterscheiden sich „aufeinander 

folgende“ Wörter nur um einen Buchstaben am Anfang und am Ende

• formal: zwei Wörter 𝒘₁, 𝒘₂ ∈ 𝚜𝚙𝚎𝚌𝚝𝚛𝚞𝚖(𝛚, 𝒍) folgen genau dann aufeinander, 

wenn |𝚘𝚟𝚎𝚛𝚕𝚊𝚙(𝒘₁, 𝒘₂)| = 𝒍 – 1

• es ist daher einfach bestimmbar ob zwei Wörter aufeinander folgen

• um das Wort 𝛚 zu finden, muss eine Abfolge von aufeinander folgenden 

Worten gefunden werden
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Algorithmen-Entwicklung

• Beispiel: 𝑾 = {ACGGGC, CGGGCT, CTAAGT, GCTAAG, GGCTAA, GGGCTA, TAAGTC}

• eine natürliche Modellierung ist ein Graph mit Wörtern als Knoten und Kanten 

zwischen aufeinander folgenden Wörtern

• das Ermitteln von 𝛚 entspricht dem

Finden eines Pfades, in dem jeder

Knoten einmal vorkommt

• gesucht ist also ein Hamiltonpfad, 

diesen zu finden ist auch ein 

NP-vollständiges Problem 
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Algorithmen-Entwicklung

• wenn die Wörter statt Knoten als Kanten modelliert werden, dann muss kein 

Hamiltonpfad sondern ein Eulerpfad gefunden werden

• der Graph 𝑮 = (𝑽, 𝑬) wird folgendermaßen gebildet:

• 𝑽 = { 𝒗 | 𝒗 ∈ 𝚜𝚙𝚎𝚌𝚝𝚛𝚞𝚖(𝒘, 𝒍 - 1) ∧ 𝒘 ∈ 𝑾 }

• 𝑬 = { (𝒗₁,𝒗₂) ∈ 𝑽 ⨯ 𝑽 | ∃𝒘 ∈ 𝑾: |𝚘𝚟𝚎𝚛𝚕𝚊𝚙(𝒗₁,𝒘)| = |𝚘𝚟𝚎𝚛𝚕𝚊𝚙(𝒘, 𝒗₂)| = 𝒍 – 1 }

• die Knoten sind also alle Teilwörter der Länge 𝒍 – 1, von Wörtern aus 𝑾

• ein Wort 𝒘 der Länge 𝒍 ist genau dann eine gerichtete Kante (𝒗₁, 𝒗₂), wenn die 

ersten 𝒍 – 1 Buchstaben von 𝒘 mit 𝒗₁ übereinstimmen und die letzten 𝒍 – 1 

Buchstaben mit 𝒗₂

• Beispiel: 𝑾 = { ACGGGC, CGGGCT, CTAAGT, GCTAAG, GGCTAA, GGGCTA, TAAGTC }

𝑾
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Algorithmen-Entwicklung

• der sich ergebende Graph heißt auch de Bruijn Graph

• 𝛚 entspricht einem Eulerpfad. Solch einen 

zu finden ist nicht NP-vollständig, sondern 

effizient (polynomiell) lösbar

• 𝛚 wird aus dem Pfad ermittelt,

indem der Startknoten die 

ersten Buchstaben vorgibt und

von jedem nachfolgenden 

Knoten der letzte Buchstabe 

hinten angehängt wird
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Fortgeschrittenes: Einschränkungen

• Es gibt ein paar Probleme, die noch nicht thematisiert wurden:

• der Eulerpfad muss nicht eindeutig sein

• für 𝑾 = {ATG, CGT, GCA, GCG, GGC, 

GTG, TGC, TGG} sind ATGCGTGGCA 

und ATGGCGTGCA mögliche 𝛚

• Uneindeutigkeiten lassen sich auf 

Wiederholungen von Teilwörtern 

zurückführen 

• (die Sequenzierungsmaschinen 

bestimmen die Basenabfolgen 

nicht fehlerfrei)

• (𝑾 enthält die Basenabfolgen beider 

komplementären Stränge der Ziel-DNA)
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Fortgeschrittenes: Wiederholungen

• im Folgenden wird auf Wiederholungen näher eingegangen, diese sind das 

zentrale Problem der fragment assembly

• sei 𝚜𝚙𝚎𝚌𝚝𝚛𝚞𝚖′(𝒘, 𝒍) eine Erweiterung der Funktion 𝚜𝚙𝚎𝚌𝚝𝚛𝚞𝚖, welche die 

Multimenge aller Teilwörter von 𝒘 mit der Länge 𝒍 erzeugt 

• in einer Multimenge dürfen Elemente mehrfach vorkommen

• solche Elemente sind Teile einer Wiederholung (der Länge 𝒍) in 𝒘

• gibt es in einem Graphen mehrere Kanten, die die Knoten 𝒗₁ und 𝒗₂ verbinden, 

so heißt (𝒗₁,𝒗₂) eine Mehrfachkante

• die Menge der Kanten 𝑬 ist dann eine Multimenge

• Mehrfachkanten erlauben es Wiederholungen im de Bruijn Graph darzustellen
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Fortgeschrittenes: Wiederholungen

• Verallgemeinerung des Problems auf DNA, die Wiederholungen enthält

• als Wiederholungen noch nicht betrachtet wurden, war die Anforderung, dass jede 

Kante (Knoten) genau einmal im Eulerpfad (Hamiltonpfad) vorkommt

• werden Wiederholungen mit einbezogen, dann muss eine Kante, die Teil einer 

Wiederholung ist, mehrfach benutzt werden. Sonst findet man unter Umständen 

keine Lösung. Beispiel 𝛚 = AGCAGGCA

• um𝛚mit einem Eulerpfad zu ermitteln, 

sind daher Mehrfachkanten notwendig. 

Das biotechnische SBH-Verfahren erlaubt

es allerdings nicht diese zu bestimmen, 

• eine Alternative, die ohne Mehrfachkanten

auskommt, ist es einen minimalen Pfad zu 

finden (möglichst wenige Kanten mehrfach nutzen), der jede Kante mindestens 

einmal enthält: Chinese Postman Problem
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Fortgeschrittenes: Superpfade

• es gibt einen Ansatz, der die Grundidee 𝛚 durch einen Pfad zu finden 

beibehält, und die Vorteile von Shotgun Sequencing und SBH kombiniert

• zu Beginn wird Shotgun Sequencing durchgeführt, das ergibt die Menge 𝑾

• es wird ein de Bruijn Graph 𝑮 = (𝑽, 𝑬) erzeugt, mit

• 𝑽 = { 𝒗 | 𝒗 ∈ 𝚜𝚙𝚎𝚌𝚝𝚛𝚞𝚖(𝒘, 𝒍 - 1) ∧ 𝒘 ∈ 𝑾 }

• 𝑬 = { (𝒗₁,𝒗₂) | ∃𝒘′ = 𝒑𝒘𝒔 ∈ 𝑾: |𝒘| = 𝒍 ∧ |𝚘𝚟𝚎𝚛𝚕𝚊𝚙(𝒗₁,𝒘)| = |𝚘𝚟𝚎𝚛𝚕𝚊𝚙(𝒘, 𝒗₂)| = 𝒍 – 1 }

• Vorteile: die Wörter in 𝑾 sind deutlich länger, und 𝒍 ist nur durch die Länge der 

Wörter in 𝑾 beschränkt, so lassen sich längere Wiederholungen erkennen

• zusätzlich zu 𝑮 wird eine Menge 𝑷 von Pfaden konstruiert, wobei jeder Pfad 

𝒑 ∈𝑷 einem Wort 𝒘 ∈𝑾 entspricht
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Fortgeschrittenes: Superpfade

• das de Bruijn Superpfad Problem (BSP) sei folgendermaßen definiert

• Gegeben sei ein Graph 𝑮 = (𝑽, 𝑬) und eine Menge 𝑷 von Pfaden in 𝑮

• Gesucht ist ein minimaler „Superpfad“ 𝛗, dieser enthält jeden Pfad 𝒑 ∈𝑷 als 

Unterpfad

• BSP ist eine Generalisierung des Chinese Postman Problems

• im einfachsten Fall entspricht jeder Pfad einer Kante

• die Idee zur Lösung des BSP ist es das Paar (𝑮,𝑷) zu vereinfachen

• dazu werden Transformationen verwendet, die das Wort 𝛚 nicht verändern, 

welches aus 𝛗 ermittelt wird
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Fortgeschrittenes: Superpfade

• ursprünglich sollte das Eulerian Superpath Problem (ESP) vorgestellt werden

• in dem Paper, welches dieses definiert, sind einige Unstimmigkeiten enthalten

• es werden Heuristiken verwendet, die in der Praxis gutes Laufzeitverhalten haben

• es wird angemerkt, dass das ESP theoretisch nicht analysiert wurde

• das Paper, welches BSP (= ESP) definiert, scheint diese Lücke zu schließen

• das Problem BSP ist NP-vollständig

• gezeigt per Reduktion vom Problem SCS

• im Folgenden werden die zur Lösung des ESP vorgestellten Transformationen 

diskutiert
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Fortgeschrittenes: Superpfade

• erste Transformation: Abtrennungen (detachments) ohne Mehrfachkanten

• zwei adjazente Kanten 𝒙 und 𝒚 werden durch eine Kante 𝒛 ersetzt

• der Knoten 𝒗 , der 𝒙 und 𝒚 verbindet, wird in seiner Valenz reduziert

• die Menge 𝑷 ⊆ 𝑷 enthält alle Pfade, deren letzte Kante 𝒙 ist

• die Menge 𝑷 ⊆ 𝑷 enthält alle Pfade, deren erste Kante 𝒚 ist

• die Menge 𝑷 ⊆ 𝑷 enthält alle Pfade, die 𝒙 direkt vor 𝒚 verwenden

• Kritik: Pfade, die vor 𝒚 oder nach 𝒙 eine andere Kante nutzen, nicht beachtet

𝒎𝒊𝒅

→𝒙

𝒚→

𝒙,𝒚
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Fortgeschrittenes: Superpfade

• zweite Transformation: Abtrennungen (detachments) mit Mehrfachkanten

• eine der Ausprägungen einer Mehrfachkante 𝒙 und eine adjazente Kante 𝒚₁ werden 

durch eine Kante 𝒛 ersetzt

• der Knoten 𝒗 , der 𝒙 und 𝒚₁ verbindet, wird in seiner Valenz reduziert

• Voraussetzung: die Menge 𝑷 muss leer sein, oder jeder Pfad 𝒑 ∈𝑷 muss 

eindeutig genau einer der Mengen 𝑷 oder 𝑷 zugeordnet werden können

𝒎𝒊𝒅

→𝒙

𝒙,𝒚₁ 𝒙,𝒚₂
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Fortgeschrittenes: Superpfade

• dritte Transformation: Schnitte (cuts)

• verkürzen von Pfaden um andere Transformationen zu ermöglichen, wenn eine 
Kante 𝒙 nicht eindeutig zugeordnet werden kann

• 𝒙 ist in jedem Pfad entweder die erste/letzte Kante oder nicht vorhanden

• die Kante 𝒙wird aus jedem Pfad der Mengen 𝑷 und 𝑷 entfernt→𝒙𝒙→
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Rückblick

• Problem des Zusammensetzens von Teilwörtern (fragment assembly)

• Shotgun Sequencing

• Shortest Common Supersequence  NP-vollständig

• Sequencing by Hybridization

• Graph mit Wörtern als Knoten: Hamiltonpfad  NP-vollständig

• Graph mit Wörtern als Kanten (de Bruijn): Eulerpfad

• de Bruijn Superpfad Ansatz

• Kombination von Shotgun Sequencing und Sequencing by Hybridization

• vereinfachen des Graphen und der Pfade durch Transformationen

•  NP-vollständig
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