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UNENTSCHEIDBARKEIT

Aussagen, die man prinzipiell weder beweisen noch widerlegen
kann, sind keineswegs so esoterisch, wie es klingt. Man findet sie,
indem man das Verhalten kleiner Turing-Maschinen untersucht.
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wie die Frage »lst 4n"+1 fiir alle natiirlichen Zahlen

eine Primzah|?«, dann ist der durchschnittliche Ma-
thematiker Uberzeugt, es 16sen zu kdnnen. Im Einzelfall
werden unterschiedliche Auffassungen dartiber bestehen,
wie schwierig ein konkretes Problem ist; aber je besser
sich ein Mathematiker in einem Teilgebiet auskennt, desto
sicherer ist sein Urteil (iber den Schwierigkeitsgrad.

In manchen Féllen versagt allerdings die Erfahrung der
fahigsten Fachvertreter. Pierre de Fermat (1607-1665) hat
sich sicherlich nicht vorgestellt, dass die unschuldig
aussehende Aussage »Es gibt keine Lésung der Gleichung
n9+ m9 = p? mit natiirlichen Zahlen n, m und p und einer

} Wenn ein mathematisches Problem einfach aussieht,

AUF EINEN BLICK
LOCHER IM KOSMOS DER ABSTRAKTION

Nach den godelschen Unvollsténdigkeitssitzen hat
jede formale Theorie Liicken. Sie kann insbesondere
ihre eigene Widerspruchsfreiheit nicht beweisen.

Bisher galten diese Liicken als theoretisch bedeutsam,
aber fiir die praktische Arbsit irrelevant: Man erwar-
tete nicht, dass der Beweis eines mathematischen
Satzes an einer Unentscheidbarkeit scheitern wiirde.

Inzwischen wei man: Bereits der Wert einer einfach
definierten Funktion an der Stelle n=1919 ist wegen
einer solchen Liicke prinzipiell unberechenbar.
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natlrlichen Zahl g > 2« seine wissenschaftlichen Nach-
kommen 350 Jahre lang beschaftigen wiirde. Hinter
scheinbar einfachen Aussagen verbergen sich zuweilen
&ulRerst hartnéckige Hindernisse.

Die schwierigsten Probleme sind diejenigen, die man
als »unentscheidbar« bezeichnet. Und was tun die Mathe-
matiker? Sie suchen nach den einfachsten unter den
unentscheidbaren Problemen. Dieses Spiel ist keineswegs
miRig; es hilft die wesentlichen Hindernisse genauer
einzugrenzen, die einer Lésung oder eben der Entscheid-
barkeit entgegenstehen. Das wiederum bringt die Prob-
lemlosefahigkeit voran — und damit die Mathematik im
Allgemeinen.

Was genau bedeutet Unentscheidbarkeit? Eine Aussage
ist unentscheidbar in einer gegebenen Theorie, wenn sie
sich in dieser Theorie weder beweisen noch widerlegen
lasst. Und diese doppelte Unméglichkeit muss ihrerseits
beweisbar sein. Damit das (iberhaupt méglich ist, muss
man die Theorie sehr prézise definiert haben und sie
mindestens so weit beherrschen, dass man in ihr Aussa-
gen beweisen kann.

Solche Theorien bereitzustellen und zu erforschen, ist
die Aufgabe der mathematischen Logik, die manchmal
auch Metamathematik genannt wird, weil sie mit mathe-
matischen Mitteln ein Verstidndnis der Mathematik liefert.
Dank ihrer Fortschritte im 19. und 20. Jahrhundert kénnen
wir heute die »deduktive Machtigkeit« einer Theorie genau
bestimmen, das heiRt die Klasse der Aussagen, die in ihr
beweisbar sind.

Drei klassische unentscheidbare Aussagen haben eine
gewisse Berlihmtheit erlangt. Die erste ist das Parallelen-
axiom: Durch einen Punkt auRerhalb einer gegebenen

AN\ /



Geraden g gibt es genau eine Gerade g’, die g nicht

| schneidet. Es ist nicht moglich, diese Aussage oder ihre
Negation aus den Gbrigen Axiomen der ebenen Geometrie

| herzuleiten. In der Tat: Nimmt man an Stelle des Paralle-
lenaxioms eine der méglichen Verneinungen (»es gibt

’ keine Gerade ...« oder »es gibt mehr als eine Gerade ...«)
zur Geometrie der Ebene hinzu, so erhilt man an Stelle der
gewodhnlichen euklidischen Geometrie eine nichteuklidi-

| sche, die ebenso widerspruchsfrei ist wie die gewohnte.

Die beiden anderen Aussagen beziehen sich auf die

| klassische Mengenlehre. Es handelt sich um das Auswahl-

; axiom, das unten naher erldutert wird, und die Kontinu-
umshypothese: Zwischen der Unendlichkeit der natiirli-
chen Zahlen und derjenigen der reellen Zahlen gibt es
keine weitere Unendlichkeit.

Es ist unmdglich, auf der Basis der liblichen Axiome der
Mengenlehre die Kontinuumshypothese oder ihre Negati-
on zu beweisen. Dasselbe gilt fiir das Auswahlaxiom. Den
ersten Schritt zum Beweis dieser Ergebnisse leistete 1938

' der Osterreicher Kurt Gédel (1906-1978), den zweiten 1963
der US-Amerikaner Paul Cohen (1934-2007).

Noch allgemeiner gilt nach Gédels erstem Unvollstan-

digkeitssatz von 1931: Ist eine mathematische Theorie T
i widerspruchsfrei und ausreichend méchtig, um die bli-
| chen Séatze der Arithmetik zu formulieren (was fiir alle
|

Schematische Darstellung einer Turing-Maschine

Liste der Befehle
A

[p0 7, A%
s ‘ C] Zustand der Maschine

]

interessanten Theorien der Fall ist), dann gibt es Aussa-
gen A, die in dieser Theorie sinnvoll, aber unentscheidbar
sind. Anders gesagt: Weder die Aussage A noch ihre
Negation (non-A) ist in T beweisbar. Die Theorie weist
Licken auf, sie ist unvollstandig.

Der zweite Unvollstandigkeitssatz von Gédel sagt aus,
dass die Aussage »Die Theorie T ist widerspruchsfrei« in T
unentscheidbar ist: Eine Theorie ist niemals stark genug,
um ihre eigene Widerspruchsfreiheit zu bewsisen. Wenn
das Gegenteil zutrifft, die Theorie also Widerspriiche ent-
hélt, ist das zwar im Allgemeinen nicht schwer zu bewei-
sen; aber in diesem Fall wére die Theorie vollkommen
uninteressant.

Die Frage der Unentscheidbarkeit ist also eng mit
derjenigen nach Widerspruchsfreiheit verkniipft. Und da
eine Theorie mit ihrer Widerspruchsfreiheit steht oder failt,
ist diese Frage von zentraler Bedeutung.

Das Wort »widerspruchsfrei« ist leicht gesagt; aber im
Rahmen einer formalen Theorie ist es liberraschend kom-
pliziert, den entsprechenden Sachverhalt auszudriicken.
Eine hédufig verwendete Formulierung lautet: »Keine Folge N
von Formeln, die man geméaR den Regeln der Theorie
aufstellen kann, flihrt auf die Gleichung 0 = 1.« Um mit
Aussagen dieser Art im Wortsinn rechnen zu kdnnen,
Uberfiihrt man sie in Aussagen Uber (natlirliche} Zahlen

Eine Turing-Maschine tut nichts weiter, als das unter ihrem
Schreib-Lese-Kopf befindliche Zeichen von sinem un-
endlich langen Magnetband zu lesen und daraufhin den
Befehl aus der Liste auszufiihren, der zu dem gelesenen
Zeichen und ihrem inneren Zustand gehort.

Schreib-Lese-Kopf

unendliches Band
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Der fleiRBige Biber mit drei Zustinden

Der fleiBige Biber mit n Zustanden
ist die Maschine, die unter den nicht
anhaltenden Turing-Maschinen mit
n Zustédnden den Rekord hilt, das
heif3t die maximal mégliche endliche
Zahl an Schritten durchfiihrt.

Das Programm des fleiRigen Bi-
bers mit drei Zustanden enthalt
sechs Befehle; es wurde von dem
ungarischen Mathematiker Tibor
Radé gefunden. Die Maschine
macht 21 Schritte, bevor sie anhilt,
und schreibt dabei fiinf Einsen aufs
Band. Die sechs Befehle lauten:

endlich vielen Nullen beschrieben
ist. Nehmen wir an, sie befinde sich
im Zustand A, ihr Schreib-Lese-Kopf
liest eine 0. Der anzuwendende
Befehl ist folglich der erste
[AO—1rechts B]in ihrem Pro-
gramm. Die Maschine schreibt eine
Eins, wandert ein Feld nach rechts
und geht in den Zustand B iiber.
Nehmen wir an, dass die Maschine
zu Anfang auf dem vierten Feld sitzt,
und kennzeichnen wir die Position
des Schreib-Lese-Kopfs durch rote
Farbe, so wird aus dem Anfangszu-

Die Berechnung verlduft nun folgen-
dermafien bis zum Anhalten:

A - 0000000000000000000000000...
B - 0001000000000000000000000...
B - 0001100000000000000000000...
C - 0000100000000000000000000...
A - 0000100000000000000000000...
B - 00017100000000000000000000...
C - 0001000000000000000000000...
C - 0001010000000000000000000...
C - 0001110000000000000000000...
A — 0001110000000000000000000...
B - 0011110000000000000000000...
C - 0010110000000000000000000...

[AO—1rechts B],
[A1—1rechts HALT],
[BO—1links B],
[B1—0rechts C],
[CO—>1links C],
[CT—1links A].

Die Maschine (rechts schema-
tisch dargestellt) wird auf ein Band
gesetzt, das in beiden Richtungen
(nach rechts und nach links) mit un-

der Zustand

stand des Systems
A 0000000000000000000...

B 0001000000000000000...

Die Maschine ist nun im Zustand B
und liest eine Null. Sie wendet
folglich Befeh! Nummer 3

[ B0 —1links B] an, was folgende
Situation ergibt:

B 0001100000000000000...

A ~ 0010110000000000000000000...
B - 0011110000000000000000000...
C - 0011010000000000000000000...
A - 0011010000000000000000000...
B - 0011110000000000000000000...
C - 0011100000000000000000000...
C - 0011101000000000000000000...
C - 0011111000000000000000000...
A - 0011111000000000000000000...
HALT - 001111100000000000000...

und die Regeln der Theorie in Rechenregeln. Diese »Arith-
metisierung der Syntax« ist ein schwieriger und langwieri-
ger Prozess, dessen Konzept wir ebenfalls Kurt Gédel ver-
danken.

Dass es Uberhaupt unentscheidbare Aussagen gibt,
wissen wir, weil die Mathematiker eigens zu diesem
Zweck und unter betréchtlichen Miihen welche konstruiert
haben. Muss man aber ernsthaft damit rechnen, dass
man sozusagen bei der taglichen Arbeit {iber eine unent-
scheidbare Aussage stolpert, chne danach gesucht zu
haben? Neuere Ergebnisse lassen vermuten, dass das
Risiko léngst nicht so klein ist, wie man gedacht hat.

Unentscheidbarkeit bei einfachen Aussagen?

Es gibt eine Funktion, die nach ihrem Erfinder, dem unga-
rischen Mathematiker Tibor Radé (1895-1965), benannt
ist. Sie ist wohldefiniert, das heift, es gibt eine eindeutige
Vorschrift, die jeder natiirlichen Zahl n einen Funktions-
wert s(n) zuordnet. Aber fir n=1919 ist dieser Wert unbe-
rechenbar. Das heifdt: Jede Aussage, die diesen Wert
bestimmen wiirde, ist in der michtigen klassischen Men-
genlehre unentscheidbar.

Die Radé-Funktion ist (iber ein Konzept definiert, das
Alan Turing (1912-1954) 1936 eingefiihrt hat. Eine Turing-
Maschine (Bild S. 73) ist ein Automat, der nur endlich viele
Zustande annehmen kann. Mit einem Schreib-Lese-Kopf
kann er Symbole von einem Magnetband, das in Felder
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eingeteilt ist, lesen und auf das Band schreiben, insbeson-
dere bereits vorhandene Symbole {iberschreiben. Die
Maschine kann zu jedem Zeitpunkt nur auf ein Feld des
Magnetbands zugreifen und in jedem Arbeitsschritt auf
dem Band ein Feld nach rechts oder links wandern. Ihre
Arbeit besteht darin, dass sie entsprechend ihrem Pro-
gramm und den auf dem Band vorgefundenen Symbolen
das Band durchlguft und dabei neu beschreibt. Man nennt
diese Arbeit »Rechnenq, denn eine Turing-Maschine kann
mit dieser Primitivausstattung tatsachlich Rechenoperatio-
nen durchflhren — im Prinzip sogar alles berechnen, was
Uberhaupt berechenbar ist; aber das ist eine andere Ge-
schichte.

Das Programm der Maschine besteht aus einer endli-
chen Liste von Befehlen der Form [A 0 — 1 rechts B]. Das
bedeutet: »"Wenn du im Zustand A bist und im aktuellen
Feld 0 vorfindest, schreibe 1 in dieses Feld, wandere ein
Feld nach rechts und gehe in den Zustand B {iber.«

Betrachten wir zum Beispiel eine Maschine mit zwei
Zustanden A und B und den Befehlen [A 0 — 0 rechts Al,
[A1— 0 rechts A] sowie [A 2 — 0 links B]. Setzt man den
Schreib-Lese-Kopf der Maschine an den Anfang eines
Bandes mit den Eintragen 0101101020010..., so durchliuft
sie dieses Band von links nach rechts und ersetzt die
Einsen durch Nullen. Erreicht sie die 2, so l4uft sie ein Feld
zuriick und halt an, denn es gibt keinen Befehl, der ihr
sagen wiirde, was sie im Zustand B tun soll,



Verschiebung
nach rechts

==

Verschiebung
nach links

===l
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Ein unendliches Band, das nur Nullen und Einsen
enthilt, durchliuft die Maschine nach rechts, ohne jemals
stehen zu bleiben, wobei sie jede Eins durch eine Null
ersetzt. Es ist also méglich, dass eine Turing-Maschine
unendlich lange arbeitet, ohne anzuhalten.

Ein Zustand wie B in unserem Beispiel, flir den kein
Befehl existiert, ist ein »Haltezustand«. Es ist Ublich, den
Haltezustand nicht mitzuzahlen. {(Man kann den Befehls-
satz einer Turing-Maschine stets so formulieren, dass es
nur einen Haltezustand gibt.) Dementsprechend ist die
Maschine aus unserem Beispiel eine Ein-Zustand-Maschi-
ne. Im Folgenden beschrénken wir uns, bis auf ausdrick-
lich erwahnte Ausnahmen, auf den Anfangszustand, in
dem das (moglicherweise unendliche) Band nur mit Nullen
beschrieben ist. Weiter setzen wir voraus, dass es nur die
beiden Symbole 0 und 1 gibt.

FleiBige Biber

Wenn man eine kleine Maschine, also eine mit wenigen
Zustanden und wenigen Befehlen, auf ein Band mit lauter
Nullen setzt, wird sie entweder unendlich lange rechnen,
indem sie beispielsweise das Band durchlduft und alle Nul-
len in Einsen verwandelt oder indem sie zwischen zwei
Feldern hin- und herpendelt, ohne irgendetwas zu tun;
oder sie wird eine kurze Rechnung durchfithren und dann
anhalten. Eine einfache Maschine produziert entweder
eine unendliche Rechnung oder eine kurze. Und just diese

Unterscheidung fiihrt, wie wir sehen werden, geradewegs
auf die einfachsten Formen der Unentscheidbarkeit.

Im Jahr 1962 interessierte sich Tibor Radé fur die maxi-
male Anzahl der Arbeitsschritte, die eine Turing-Maschine
mit n Zustanden ausfiihrt, bevor sie anhélt — wenn lber-
haupt. Diese Zahl bezeichnet man mit s(n) und eine Ma-
schine, die das Maximum erreicht, als »fleiRigen Biber«
(»busy beaver«, siehe Spektrum November 1984, S. 8, und
Januar 1985, S. 13). Die Zahl s{n) ist eindeutig definiert,
denn es gibt nur endlich viele mdgliche Befehle und daher
auch nur endlich viele Maschinen mit n Zusténden, die nur
die Symbole 0 und 1 verwenden: Es sind (4n + 2)*" Stiick.

Um also s{n) fiir eine gegebene Zahl n zu berechnen,
geniigt es, alle Maschinen mit n Zusténden laufen zu
lassen und unter denen, die anhalten, diejenige zu finden,
die am langsten lauft. Natlirlich kann man eine Turing-
Maschine auf einem gewdhnlichen Computer simulieren,
und bei den heute verfiigbaren unglaublichen Rechenleis-
tungen sollte es kein Problem sein, in kurzer Zeit alle
Maschinen aus dem endlichen Sortiment durchzuspielen.

Aber das ist ein groBer Irrtum! Trotz beachtlicher An-
strengungen kennt man bis heute nur die Werte s(1) =1,
s(2) = 6, s(3) = 21 und s(4) = 107. Weiter weils man, dass
s(5) = 47176 870 und s(6) = 7,4-103%6534 ist (siehe »Die
Turing-Maschinen, die am ldngsten rechnenc, S. 76). Es
gibt ndmlich eine Maschine mit finf Zustanden, die nach
47 176 870 Schritten anhélt, sowie eine Sechs-Zusténde-
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Die Turing-Maschinen,
die am ldngsten rechnen

Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine Rekord-Tu-
ring-Maschine (den »fleiRigen Biber«) mit 7 Zustén-
den. Das bedeutet: Jede andere Maschine mit n Zu-
sténden, die nur die Symbole 0 und 1 verwendet,
hélt entweder frither an als der fleiRige Biber oder
gar nicht. Die Anzahl der Schritte des fleiRigen
Bibers mit n Zustédnden wird mit s(n) bezeichnet.
Bislang sind folgende Resultate bekannt:
s(1) =1, s(2) = 6, s(3) = 21 {Lin und Radé, 1965),
s{4) = 107 (Brady, 1975); s(5) = 47176870 (Marxen
und Buntrock, 1990); s(6) = 7,4 - 103553 (Kropitz,
2000);

10107
s(7) > 1019 (Wythagoras, 2014).

Der fleiftige Biber mit zwei Zustdnden halt nach
sechs Schritten an, nachdem er vier Einsen ge-
schrieben hat. Sein Programm:

[AO—1rechts B],
[A1—>1links B],
[BO—1links B],

[ B1—1 rechts HALT]

Der fleiRige Biber mit vier Zusténden hélt nach
107 Schritten an, nachdem er 13 Einsen geschrie-
ben hat. Sein Programm:

[AO—1rechts B],
[A1—=1links B],
[BO—1rechts A],
[B1—0links C],

[ C0—1rechts HALT],
[C1—>1links D],
[DO—1rechts D],
[D1—0rechts A]

Der bislang beste Kandidat fiir den fleiRigen Biber
mit fiinf Zustédnden halt nach 47 176 870 Schritten
und 4098 Einsen an. Sein Programm:

[AO0—1links B],
[AT—1rechts C],
[BO—1links C],
[B1—1links B],
[CO0—>1links D],
[C1—0rechtsE],
[DO—1rechts A}
[D1—1rechts D]

[ EQO—1links HALT],
[E1—>0rechts A]
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Maschine, die solches nach der genannten astronomi-
schen Zahl von Schritten tut. Allerdings ist sich niemand
sicher, ob diese Werte das letzte Wort sind.
Warum ist es so schwierig, s(n) auszurechnen? Erstens
nimmt die Anzahl| der Maschinen mit n Zustanden mit
wachsendem n sehr schnell zu, und es gibt keine Abkiir-
zung: Wer wissen will, nach wie vielen Schritten eine
Maschine anhalt, dem bleibt bis auf wenige Ausnahmefal-
le nichts (brig, als sie laufen zu lassen. Zweitens und noch
ubler: Es gibt kein allgemeines Verfahren, um zu bestim-
men, ob eine Maschine iberhaupt anhalt. In einigen Fallen
gelingt das durch Analyse des Befehlssatzes: aber man
st6l3t schnell auf Maschinen mit komplexem Verhalten, die
sich dieser Analyse entziehen. Also wei man nicht, ob sie
vielleicht doch einen Beitrag zur Bestimmung von s(n)
liefern oder ob sie immer weiterlaufen und deshalb fir s(n)
irrelevant sind.
Schlimmer noch: Es kann keinen allgemeinen Algorith-
mus geben, der diese Frage beantwortet. Das ist die
berihmte Unentscheidbarkeit des Halteproblems, die
Turing 1936 bewiesen hat. Kein Algorithmus ist fahig, flr
jede gegebene Maschine dieses Typs festzustellen, ob sie
anhélt oder nicht.
Folglich ist auch s{n) nicht durch einen Algorithmus
berechenbar. Aus diesem Grund hat Radé seine Funktion
eingefihrt. Noch interessanter ist, dass s(n) schneller ‘
wachst als jede algorithmisch berechenbare Funktion.
Dafiir hat Rado folgenden Widerspruchsbeweis ange-
geben: Nehmen wir an, es gébe eine algorithmisch bere-
chenbare Funktion f{n), die s(n) majorisiert, das heiRt, fur
alle natirlichen Zahlen n wére f(n) = s(n). Dann kénnte |
man algorithmisch herausfinden, ob eine gegebene Ma-
schine mit n Zusténden anhélt oder nicht. Und zwar be- ‘
rechnet man zuerst die Zahl £(n) und dann f(n) Rechen-
schritte der Maschine. Entweder hilt sie wahrend dieser
Zeit an — dann ist dieser Teil der Berechnung von s(n)
erledigt - oder nicht; dann wird sie niemals anhalten, denn
sie hat ja schon mehr als s(n) Schritte zurtickgelegt, was ‘
die Maximalzahl der Rechenschritte einer anhaltenden Ma-
schine ist. Also wiére das beschriebene Verfahren sin
Algorithmus zur Berechnung von s(n). Den kann es nicht
geben, siehe oben. Also kann es auch die Funktion f(n)
nicht geben, was zu beweisen war.
Anders ausgedruckt: Jede algorithmisch berechenbare
Funktion f{n} wird irgendwann von s(n) liberholt, oder
formal korrekt ausgedriickt: Fiir jede algorithmisch bere-
chenbare Funktion f(n) gibt es eine natiirliche Zahl ny mit
der Eigenschaft, dass f(n) < s(n) ist fur alle n > ny.

Unentscheidbare Aussagen dank der Radé-Funktion
Zwischen der Funktion von Rad6 und der Mengenlehre be- ‘
stehen interessante Zusammenhange. Diese fiihren uns zu
neuen kurzen unentscheidbaren Aussagen, die erst vor gut
einem Jahr entdeckt wurden.
Die Mengenlehre dient hier als das klassische Exemplar
einer Theorie, die so michtig ist, dass man in ihr die Ubli-
chen Séatze der Arithmetik formulieren kann. Die heute ge-
bréuchlichste Version der Mengenlehre wird als ZFC bezeich-
net. Dabei stehen Z und F fiir Ernst Zermelo (1871-1953)




und Abraham Fraenkel (1891-1965), die der Mengenlehre
ihre heutige Form gaben, und C (»Choice«) fir das Aus-
wahlaxiom. Dieses fordert, dass es zu jeder Familie von
nichtleeren Mengen, von denen keine zwei ein Element
gemeinsam haben, eine Menge (die »Auswahl«) gibt, die
aus jeder Menge der Familie genau ein Element enthalt.
{»Familie« ist hier nur, der Abwechslung zuliebe, ein ande-
res Wort fir »Menge«.) Interessant ist das Auswahlaxiom
fir unendliche Familien unendlicher Mengen, die ihrerseits
unstrukturiert sind. Sonst kénnte man die Auswabhl einfach
durch das Rezept »Nimm von jeder Menge der Familie das
kleinste (oder sonst wie ausgezeichnete) Element« definie-
ren. Man verwendet nun ZFC seit einem Jahrhundert und
ist noch nie auf einen Widerspruch gestoRen. Wir nehmen
deshalb an, es gebe keinen.

Man beweist nun: Ist eine Funktion u(n) nicht algorith-
misch berechenbar, so kann die Mengenlehre ZFC nicht

alle ihre Werte liefern. Formal korrekt ausgedriickt: Es
existiert mindestens eine natirliche Zahl n, so dass die
Aussage u{n) = k, die den Wert der Funktion v an der
Stelle n angibt, in ZFC unentscheidbar ist. Das trifft auch
in einer beliebigen anderen widerspruchsfreien Theorie zu,
die man an Stelle von ZFC verwendet, allerdings nicht
unbedingt mit demselben n.

Was die Funktion s(n} von Radd betrifft, so weild man
seit 1962, dass es bei Verwendung von ZFC mindestens
eine natulrliche Zahl n, gibt, fir die man den Wert s(no)
nicht bestimmen kann: Weder die Aussage s(n,)} = k noch
ihre Negation sind flir das richtige & in ZFC beweisbar. Die
Berechnung von s{n) Gibersteigt die deduktive Machtigkeit
der Theorie.

Wie groB ist n,? Ungefahr 107 10007 Oder eher in der
N&ahe von 100 Milliarden? Diese Frage stellten sich Scott
Aaronson, Professor am MIT, und sein Student Adam

FleiBige Biber berechnen die Entropie

Die Kenntnis der Werte von Rados
Funktion s{n) verhilft zu unerwarte-
ten Ergebnissen. Unter der Annah-
me, dass der vermutete Wert s(b) =
47176 870 der richtige sei, hat eine
Arbeitsgruppe um Fernando Soler-
Toscano von der Universidad de
Sevilla (Spanien) die Kolmogorow-
Komplexitat kurzer Folgen aus
Nullen und Einsen berechnet.
Diese GroRe wird auch »algorithmi-
sche Entropie« genannt, weil sie
eine Verallgemeinerung der statisti-
schen Entropie aus Claude Shan-
nons Informationstheorie ist.

Die Kolmogorow-Komplexitat
einer {endlichen) Folge ist definiert
als die Lange des kiirzesten Pro-
gramms, das als Output die Folge
erzeugt. Wenn die Folge Gberhaupt
keine RegelméaRigkeit hat, ist das
kirzeste erzeugende Programm
dasjenige, das die Folgenglieder
der Reihe nach aufzahit, und damit
im Wesentlichen so lang wie die
Folge selbst.

Diese klassische Definition
funktioniert nicht fiir sehr kurze
Folgen, da Programme eine gewis-
se Mindestlange zu haben pflegen,
die auch noch von der verwende-
ten Programmiersprache abhangt
(diese Unterschiede werden bedeu-
tungslos flir lange Folgen). Aber es

gibt eine Alternative: Wenn eine
Folge eine groRe Regelhaftigkeit
(und damit eine geringe Komplexi-
tat) hat, dann wird es unter allen
Turing-Maschinen mit — zum Bei-
spiel — finf Zustédnden sehr viele
geben, die diese Folge produzieren.

Man zahlt also unter allen an-
haltenden Turing-Maschinen mit
fOnf Zustédnden aus, wie viele von
ihnen eine bestimmte Folge aufs
Band schreiben, bevor sie anhal-
ten. Je groRer diese Anzahl, desto
geringer ist die Komplexitat der
Folge. Genauer: Nach einer Formel
von Leonid Levin ist die Komplexi-
tat K(t) der Folge t ndherungsweise
gleich —log, (k/V(5)), also dem
negativen Zweierlogarithmus des
Bruchteils aller Turing-Maschinen,
die t produzieren. k ist die Anzahl
dieser Maschinen und N/(5) = 22
= 26 559922791424 ~ 2,6-10' die
Gesamtzahl aller Turing-Maschinen
mit fuinf Zustanden.

Wie bestimmt man k? Man lasst
jede der N(b) Maschinen laufen, bis
sie anhalt oder bis sie s(b) Schritte
vollfiihrt hat. Um diese gigantische
Rechnung Uberhaupt durchfiihren
zu kdnnen, muss man also s(b)
kennen, ersatzweise den oben
genannten Schatzwert. Wenn s(5)
doch noch grofer sein sollte als

47176 870, bleiben die Maschinen,
die jenseits dieser Schrittzahl doch
noch anhalten, unberiicksichtigt.
Man hofft, dass diese am Ergebnis
nicht mehr viel andern.

Die Formel von Leonid Levin ist
bemerkenswert und sehr tief lie-
gend. Sie bedeutet, dass die kom-
plexen Folgen {das sind solche, fir
die das sie erzeugende Programm
lang ist) auch diejenigen sind, die
eine zufillig ausgewahlte Maschi-
ne mit der kleinsten Wahrschein-
lichkeit erzeugt.

Die Tabelle zeigt einige der so
berechneten Werte.

FOLGE | HAUFIGKEIT | ENTROPIE
1 0,175036 2,61428
0 | o0,175036 2,51428
1 0,0996187 3,32744
10 0,0996187 3,32744
01 0,0996187 3,32744
00 0,0996187 3,32744
111 0,0237546 5,3962
000 0,0237546 5,3962
110 0,0229434 544578
100 0,0229434 544578
011 0,0229434 544578
001 0,0229434 5,44578
101 0,0220148 5,5038
010 0,0220148 5,5038
1111 0,0040981 7,03083
0000 0,0040981 7,03083
1110 | 0,00343136 8,187
1000 | 0,00343136 8,187
0111 0,00343136 8,187
0001 0,00343136 8,187
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" Eine Turing-Maschine, die in der
Mengenlehre ZFC einen Wider-
spruch sucht (und vermutlich nie
anhilt, weil es keinen gibt), ist grof
und unhandlich — wenig verwunder-
lich bei der GréRRe der Aufgabe. Da
ist es durchaus interessant, das Pro-
blem und die zugehdrige Maschine
einige Nummern kleiner zu wéhlen.

Man konstruiere eine Turing-
Maschine, die ein Gegenbeispiel
zur Goldbach-Vermutung sucht

ben liefde. Eine derartige »Gold-
bach-Maschine« hélt nur an, wenn

die Goldbach-Vermutung falsch ist.

Die Anzahl der Zustande dieser
Turing-Maschine, die man ver-

sucht, moglichst klein zu halten, ist

ein Ma fiir die Schwierigkeit der
Vermutung. Der kirzlich erzielte
Rekord ist 47. Ein Mensch, der nur
unter seinem Internet-Spitznamen
»code golf addict« bekannt ist, hat
eine Maschine mit 27 Zusténden

Goldbach-Maschinen und Riemann-Maschinen

bar in ZFC ist, dann wére bereits
s(47) in ZFC unberechenbar.

Dieselbe Argumentation gilt fur
die berlihmte riemannsche Vermu-
tung aus der Zahlentheorie (Spektrum
September 2008, S. 86). Sie besagt,
dass die nichttrivialen Nullstellen
der riemannschen Zetafunktion alle
den Realteil 2 besitzen. Zudem
liefert sie genauere Angaben iiber
die Verteilung der Primzahlen.

Die kleinste derzeit bekannte

(Spektrum Dezember 2008, S. 94):
Das wire eine gerade natiirliche
Zahl groRer als 2, die sich nicht als
Summe zweier Primzahlen schrei-

ins Netz gestellt, die noch der
Nachprifung harrt. Wenn sich
herausstellen sollte, dass die

Goldbach-Vermutung unentscheid-  stinde.

Turing-Maschine, die genau dann
anhalt, wenn die riemannsche
Vermutung falsch ist, hat 744 Zu-

Yedidia. Interessant ist es, ein moglichst kleines Ny zu
finden; denn wenn die Theorie fiir ein gewisses 1, versagt,
dann auch fir alle folgenden. Versagen bedeutet ja, dass
das Verhalten einer Turing-Maschine mit n, Zustéanden
nicht entscheidbar ist. Es ist aber kein Problem, eine Ma-
schine zu definieren, die mehr Zusténde hat als die pro-
blematische, sich jedoch genau so verhélt (weil sie die zu-
sétzlichen Zustidnde nie annimmt). AuBerdem bietet ein
kleines n, den morbiden Reiz, dass die gefiirchtete Un-
entscheidbarkeit sozusagen um die Ecke lauert.

Aaronson und Yedidia konnten beweisen, dass ZFC fir
n=7918 versagt. Kein Mathematiker, der mit der klassi-
schen Mengenlehre arbeitet, wird jemals s(7918) kennen
kénnen. Anders gesagt: Unter den Turing-Maschinen mit
7918 Zusténden, die nicht anhalten, tun dies einige aus
Griinden, weiche die Theorie nicht analysieren kann. Dies
ist das erste Mal, dass man eine in der Mengenlehre
unentscheidbare Aussage derart konkret benennen kann.

Kaum hatten Yedidia und Aaronson im Mai 2016 ihre
Arbeit publiziert, folgten andere, die mit verbesserten
Beweistechniken den Wert von n, driicken konnten. Ste-
fan O'Rear bewies, dass ZFC fiir s(5349) versagt, und
besserte diese Zahl wenige Tage spater nochmals nach:
Auch s{1919) liegt auRerhalb der Reichweite von ZFC.

Seitdem kann niemand mehr behaupten, dass die in
der Mengenlehre unentscheidbaren Aussagen esoterisch
und - diber ihre Unentscheidbarkeit hinaus — véllig un-
interessant wiren. Die Frage nach dem Wert von 5(1919)
ist vollkommen natiirlich, denn sie betrifft den elementars-
ten Teil der mathematischen Theorie der Berechnung.

Die Methode von Yedidia und Aaronson ist interessant,
weil sie an entscheidender Stelle neue Wege geht. Ubli-
cherweise wiirde man alle Beweise, die man in ZFC Gber-
haupt formulieren kann, der Reihe nach aufzahlen und
daraufhin Uberpriifen, ob einer von ihnen die Aussage
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»0=1« beweist. Mit einem Verfahren (der »Arithmetisie-
runge), das ebenfalls von Gédel stammt, kann man alle
diese — in einer formalen Sprache ausgedriickten — Bewei-
se in Zahlen verwandeln und mit diesen Zahlen rechnen;
also kann man diese Aufgabe auch einer Turing-Maschine
anvertrauen.

Eine solche Maschine wird niemals anhalten, denn ZFC
ist widerspruchsfrei; aber das kann man nicht beweisen,
weil sonst ZFC ihre eigene Widerspruchsfreiheit beweisen
wirde, was nach dem zweiten gédelschen Unvollstandig-
keitssatz unmdglich ist. Die so konstruierte Turing-Maschi-
ne hétte jedoch mehrere 100 000 oder gar Millionen Zu-
sténde. Folglich wiirde man die Unentscheidbarkeit von
s(n) = k nur flr ein n in dieser GréRenordnung beweisen.

Die Maschine Z hilt niemals an

Aaronson und Yedidia vermeiden diese riesigen Zustands-
zahlen mit Hilfe neuerer Arbeiten von Harvey Friedman,
Emeritus der Ohio State University. Friedman arbeitet seit
Jahren arithmetische Aussagen aus, die in ZFC oder
anderen Theorien unentscheidbar sind. Eine dieser Aussa-
gen bezieht sich auf eine Eigenschaft von Graphen; sie ist
équivalent zu der Aussage, dass ZFC widerspruchsfrei ist.
Diese Aussage ist zwar zu abstrakt, um hier erkldrt werden
zu kénnen, lasst sich jedoch vergleichsweise leicht in
arithmetischen Ausdriicken formulieren. Eine Maschine,
die ein Gegenbeispiel zu ihr sucht, ist folglich relativ ein-
fach im Vergleich zu derjenigen, die man durch direkte
Arithmetisierung von ZFC erhalten wiirde.

Der Rest des Arguments verlauft wie oben. Die Maschi-
ne — man nennt sie Z - priift der Reihe nach einen Graphen
nach dem anderen, ob er die genannte Eigenschaft besitzt.
Sie hélt an, wenn das nicht der Fall ist. Das wird zwar
nicht passieren, denn ZFC ist widerspruchsfrei. Es ist je-
doch unméglich, zu beweisen, dass sie nicht anhalten




wird, denn sonst wiirde ZFC wieder ihre eigene Wider-
spruchsfreiheit beweisen.

Bezeichnen wir die Anzahl der Zustédnde von Z mit n,.
Um sin,) zu kennen, misste man in ZFC fur jede Maschine
mit n, Zustanden, die nicht anhélt, beweisen konnen, dass
sie nicht anhélt. Es gibt aber eine solche Maschine, nam-
lich Z, fir die das unmoglich ist. Also kann ZFC die Aussa-
ge s(ny) = k nicht fir den richtigen Wert von & beweisen.

Ubrigens ist die fragliche Eigenschaft von Graphen in
einer Theorie beweisbar, die nur wenig starker ist als ZFC.
Folglich hat man allen Grund zu der Annahme, sie sei wahr.
Zu allem Uberfluss lieRen Aaronson und Yedidia ihre —

im Computer simulierte — Maschine Z tatsachlich laufen,
um zu sehen, ob sie anhalt. Nach einigen Stunden hatte
sie nicht angehalten.

Die Arbeiten Friedmans lieferten zwar eine grofe Ab-
kiirzung; aber damit allein wéren die heute bekannten
kleinen Werte von n nicht zu finden gewesen. Das gelang
erst mit einer zweiten originellen Idee. Aaronson und
Yedidia schufen eine formale Sprache namens Laconic,
mit der Friedmans Eigenschaft sehr knapp ausgedrickt
werden kann - lakonisch eben. Zuséatzlich schrieben sie
ein Ubersetzungsprogramm, das aus einem Text in Laco-
nic eine Turing-Maschine nach den Vorgaben von Rado
macht. So kamen sie zu ihrer Maschine mit 7918 Zustan-
den. Verbesserungen an der Sprache und dem Uberset-
zungsprogramm fiihrten zu der Reduktion auf 1919,
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Es ist anzunehmen, dass man auch den Rekord n =
1919 noch unterbieten kann. Immerhin ist der Wert s(b}
bereits so schwierig zu berechnen, dass er bis heute
unbekannt ist. Irgendwo zwischen b und 1919 st63t ZFC
an ihre prinzipiellen Grenzen, und zwar, so wie es heute
aussieht, eher friher als spéater. Vielleicht ist in der Stunde,
in der Sie das lesen, der Rekord bereits gebrochen. Ein
Blick in Scott Aaronsons Blog www.scottaaronson.com/
blog/ dirfte Klarheit schaffen. 4
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