Das Dinitz-
Problem

Vervollstdndigung von Farben in
Quadraten
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Agenda

« EinfUhrung in Problemstellung mit Differenzierung zu
den Lateinischen Quadraten

.« Ubersetzung in die Graphentheorie
* Herleitung von zwei Resultaten

« Kombination der beiden Resultate
« Fazif

« Quellen
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Was wollen wir beweisen?

« ,,Angenommen, wir haben for
jedes der n? Felder eines
(N x Nn) Quadrats eine Menge !

von n Farben zur Verfigung. | | Gl J)

Ist es dann immer mdglich, so
jedes Feld eine seiner Farben
zuzuweisen, dass keine zwei

Felder in derselben Zeile oder

Spalte dieselbe Farbe I.___J_
erhalten<”

« Jedes Feld (i, j) besitzt eine Menge C{i, j) an Farben.
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Beispiel fiir n=2

« Wir wdhlen in der ersten Zeile die Zahlen 1 und 2.
Es ist unmOglich die zweite Zelle richtig zu |[0sen und
somit kdonnen wir nicht jede Permutation in der
ersten Zeile wahlen.
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Worin besteht der Unterschied zu
den Lateinischen Quadraten?

« Wenn die Farbmengen aller Felder unseres
(n x n)-Quadrates gleich sind, entspricht die
Problemstellung der des vorherigen Vortrag.

» Folglich ist der Bewels fur diesen Spezialfall bereits
gegeben.

« Worin besteht der Unterschied, wenn
C:=ui,j C(i,j) insgesamt sogar groBer als n ist?

Nicht alle Farben aus C sind in jedem Feld
verfugbar. Somit kann fur die erste Zeile nicht jede
Permutation gewahlt werden!
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Ubersetzung des Problems in
die Graphentheorie

« Der Graph sei durch G = (V, E) definiert

* X(G) beschreibt die ,,chromatische Zahl" des
Graphen G (Mindestanzahl an Farbben, um
benachbarte Ecken unterschiedlich zu farben)

* Eine Menge A € V ist unabhdngig, wenn es
zwischen keinem der Elemente aus A Kanten gibft.
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Einfuhrung der , listen-
chromatischen” Zahl

 Listenfarbung meint eine Farbung ¢: V - uveV C(v)
mit ¢(v) € C(v) fUrallev eV

* Die listen-chromatische Zahl ist die kleinste Zahl q,
sodass fur die Anzahl jeder! Liste von Farbmengen
|C(v)| = aflralleveV giltund eine gultige
FArbung existiert.

« Notation: x,(G)
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Gilt allgemein
x(G) = x,(G)?

 Vermutung, dass die chromatische und die listen-
chromatische Zahl immer gleich sein kdnnten.

« Der Graph K, 4, mit frei gewdhlten 1,3}
Farblisten. Ll

« Die chromatische Zahlist x(G) = 2.
(Farbe 1 fUr linke und Farbe 2 fur
rechte Ecken) {3.4}

 Mit diesen Farblisten ist keine {2,4}
Farobung maoglich!

» FOrK,, gilt x(G) = 3.

{1,4}

12,3}
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Neuformulierung der
Problemstellung

Offensichtlich gilt immer x(G) < | V|

X(G) < x(G) qilt durch den Spezialfall dass alle C(v)

Identisch sein konnten.

Der Graph §,, ist ein (n x n)-Quadrat
mit n? Feldern. (Beispiel S;)

Ecken in einer Zeile oder Spalte sind
pbenachbart.

Durch Lateinische Quadrate wissen
wir: X(S,,) = n.
/U beweisen: X(S,) = n.

-
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Notationsvereinbarung

« d(v) beschreibt den Grad einer Ecker v. (Anzahl der
Kanten zu benachbarten Ecken)
o Eine Ecke vin§, hat also den Grad d(v) =2n - 2.

« Spater verwenden wir gerichtete Graphen in denen
die Kanten Richtungen haben (e = (v, v), Kante e
mit Anfangsecke v und Endecke v (auch u - v))

« d*(v) beschreibt den Ausgangs- und d-(v) den
Eingangsgrad einer Ecke v.
Somit gilt: d*(v) + d-(v) = d(v).

* G, (Mit A € V) bildet einen induzierten
Untergraphen von G mit der Eckenmenge aus A,
die alle ¢ als Farbungsmoglichkeit haben.
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Definitionen fiir den Beweis des
ersten zweier Resultate

* Ein Kern K € Vst eine Teilmenge aller Ecken des Graphen
G, fur die gilt:

o (i) KistunabhangiginG

o (ii)fiirjede Eckeu & K existiert eine Ecke v e K mitu - v.

« Die Menge {b, c, f} stellt
einen Kern dar.

b, ¢ und f sind unabhdngig
d-Db
e->C
a-f
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Lemma 1

el G = (V,E) ein gerichteter Graph, und fUr jede Ecke
v € V sei eine Farbmenge C(v) gegeben, die groBer ist
als der Aus-Grad (| C(v) | = d*(v) + 1).

Besitzt jeder induzierte Untergraph von G einen Kern,
so existiert eine Listenfarbung von G mit einer Farbe

aus C(v) fur jedes v."
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Beweis 1 (Induktionsbeweis)

* |Induktionsbeweis wird uber |V | = n gefUhrt.

 Induktionsverankerung:
FUr den Fall n = 1 muss nichts bewiesen werden.
(fOr v € V wird ¢ € C(v) gesetzt)

» Induktionsschluss(n -1 — n):

o Durch Voraussetzung besitzt der induzierte Untergraph Gae
einen Kern K(c).

o Alle v € K(c) werden mit der Farbe ¢ gefarbt.
(Entfernung von K(¢) aus G und ¢ aus C)

o Neuer Untergraph G = V\K(c) und C(v) = C(v)\v

o FUrjedesv e A(c)\K(c) verringert sich der Aus-Grad d*(v)
um eins. |C(v)| = d*(v) + 1in G ist gUltig!

o FUrv ¢ A(c) bleibt C(v) unverdndert.

o G hat weniger Ecken als G
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Was muss jetzt noch
bewiesen werden?

« Es gibt eine Ausrichtung des Graphen §,,, fUr die gilt
n>d*(v)+ 146 di(v)<n-1
(fOr alle Aus-Grade)

 Existenz eines Kerns fur alle induzierten
Untergraphen
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Definition fuiir den Beweis des zweiten

zweier Resultate (Matching)

» Ein bipartiter Graph G = (X U Y, E) hat die zwei
Eckenmengen X und Y und jede Kante hat eine
Endecke in jewells einer der beiden Mengen.
(Bipartite Graphen kdnnen also mit zwel Farben
gefarbt werden.)

« Ein Matching M beschreibt die Situation, dass keine
Kante in G die gleiche Endecke besitzt.

 FUr das weitere Vorgehen werden fur X ¥
verschiedene Ecken unterschiedlich
gewichtete Praferenzen eingefuhrt.
N(v) ={z, >z, > ... >4}
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Definition fuiir den Beweis des zweiten

zweier Resultate (,,stabiles Matching”)

« ,,EIn Matching M von G = (X U Y, E) hei3f stabll,
wenn die folgende Bedingung erfullt ist: Wann
Immer uv € E\Mist, u € X, v e Y, dann gilt entweder
UYEMmMIity >vin N(u) oderxve Mmit x> uin
N(v), oder beides.”

{A>C} « A {e>d>a (A>C} a
B {b} {C>D> B}
¢ {a>h) {A> D}
D {c>h} {4}
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Algorithmus fiir Beweis 2

« AusfUhrung dieses Algorithmus:

O

O

Erster Schritt: Alle u € X wdhlen ihr v € Y mit hdchster Priorisierung aus N(v).

Wenn ein v € Y ofter als einmal ausgewdhlt wird, wahlt es das u mit der
hochsten Priorisierung aus N(v) und nimmt es in die Zwischenauswahl.
(Falls es nur einmal ausgewdhlt wird, wird das entsprechende v in die
Zwischenauswahl gesetzt.)

Alle v € X, die in keine Zwischenauswahl gesetzt worden sind, bilden die
Untergruppe K.

Alle v € Kwdhlen ihr v € Y mit zweit-hdchster Priorisierung aus N(u).
Jedes v € Y vergleicht die neuen Auswahlen untereinander und mit der

Zwischenauswahl, um das u mit hochster Priorisierung aus N(v)
auszuwdhlen. Die anderen bilden erneut die Untergruppe K.

Sofern ein v € K keine weitere Priorisierungen mehr besitzt, wird es aus der
Untergruppe K entfernt.

Alle u € Kwdhlen ihr v € Y mit nachst-hochster Priorisierung aus N(u),
solange bis die Untergruppe K leer ist und somit der Algorithmus stoppt.
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Lemma 2

,Dieser Algorithmus findet immer das
maximale stabile Mafching.”
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Beweis 2

 Behauptung: Am Ende des Algorithmus bilden alle u
In den Zwischenauswahlen zusammen mit dem
dazugehorigen v das maximale stabile Matching.

e /wischenauswahl von v kann nur ,,besser” werden,
da nur ein u mit hdherer Priorisierung N(v) ein
anderes u ablosen kann.

« Wennuv e E, aberuv & M, gibt es zwel
Moglichkeiten:
o U hatv nie ausgewdhlt und somit giltuy € M mity > v in N(u)

o U hatv ausgewahlt, wurde aber durch ein anderes v ersetzt und
somit gilt xv € M mit x > u in N(v)

Das genau ist die Bedingung eines
,stabilen Matchings"”.
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Kombination der
beiden Resultate

Weiterhin zu zeigen: x,(S,,) = n.

Die Kanten aus §, mUssen gerichtet werden (8€,),
um zu zeigen, dass d*(v) < n-=1 qilt.

(Die Ausrichtung der Kanten verdndert nichts an
den Farbungsmaoglichkeiten: x(S,,) = x,(S€,))

Die Ecken aus §, werden mit (i, j) fOr1 <1i,j<n
bezeichnet. ((i, j) und (r, s) sind benachbart, wenn
i=roderj=s.)

Um den Graphen zu richten, nehmen wir ein
beliebiges Lateinisches Quadrat und nennen den
Feldeintrag L(i, j).

Wir richten (i, j) — (i, '), wenn L(i, ') > L(i, j) und

(i, j) — (', j). wenn L(i,j) > L(i', j).
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Kombination der
beiden Resultate

« Beispiel fur Ss.
« Es gilt nun d*(i,j) = n-=1 fUr alle (i, j).
 Wenn L(i, j) = k, dann haben n - k Felder in der Zeile

einen groBeren Feldeintfrag und k=1 in der Spalte
einen kleineren Feldeintrag.
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Kombination der
beiden Resultate

« Es bleibt nach Resultat 1 nur noch zu zeigen, dass
jeder induzierte Untergraph einen Kern besitzt.

» Bildung eines bipartiten Graphen mit gegebenem
A c V. Die Zellen bilden die Menge X und die
Spalten die Menge Y, sodass der Graph
G = (X U Y,A) entstent.

| R

« Jedes Element(i,j) € A
wird durch die Kante ij
mitie XundjeyY
dargestellt.
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Kombination der
beiden Resultate

« Die Kantenrichtungen beschreiben die
Priorisierungen in G =(X U Y,A) :
o j*>jin N(i). falls (i, j) — (i, j*) in SS,
o i*>1iin N(j). falls (i, j) - (i*, j) in S,

 Nach dem zweiten Resultat besitzt genau so ein
Graph ein stabiles Matching.

« Dieses M € A bildet den gesuchten Kern:
o Mistin A unabhdngig, da kein i oder jin den Kanten von M in G mehrmals
als Endecke vorkommen darf

o Falls (i, j) € A\M, dann gilt entweder (i, j') e Mmit j*>j (in S¢, (i, j) - (i, j))
oder (i‘, j) e Mmiti‘ >i (in $€, (i, j) - (i', j))

« Der Beweis ist an dieser Stelle volistandig!
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Fazit

e Jeff Dinitz stellte das Problem im Jahr 1978 auf.

* Fred Galvin lieferte die Losung des Problems durch
Kombination der beiden zu diesem Zeitpunkt bereits
bekannten Resultate im Jahr 19935.

* Problem hat eher wenig Praxisrelevanz

« Farbungsprobleme stellen die Hauptprobleme der
Graphentheoretiker dar und sind weiterhin beliebt
unter ihnen.
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Quellen

« Das Buch der Bewelse,
Martin Aigner und Gunter M. Ziegler
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