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Einleitung

1.1 Motivation

Mit der Entdeckung der irrationalen Zahlen im 5.Jahrhundert vor Chr. haben einige
Mathematiker somit die Irrationalitét dieser Zahlen bewiesen. Nichtsdestotrotz gibt es heute
noch Zahlen deren Irrationalitdt noch nicht bewiesen wurde, aber vermutet wird.

Das géngigste Beispiel ist das Berechnen der Diagonalen eines Quadrates mit der Seitenlédnge
eins.
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Abbildung: Quadrat

Die irrationalen Zahlen gehoren den reellen Zahlen an. Diese Zahlen haben aufgrund ihrer
besonderen Eigenschaften eine gesonderte Stellung in der Menge der reellen Zahlen.

Die irrationalen Zahlen sind nicht als Bruch darstellbar, die Dezimaldarstellung ist nicht
periodisch und bricht nicht ab. Weiter ist zu unterscheiden, dass diese Zahlen in die zwei
Typen algebraische und transzendente Zahlen untergliedert werden konnen. Einige Beispiele
sind die Quadratwurzel (algebraische Zahl), die Eulersche Zahl und die Kreiszahl Pi
(transzendente Zahlen).

1.2 Aufbau der Ausarbeitung

In dieser Seminarausarbeitung werde ich zwei Zahlen - die Eulersche Zahl und die Kreiszahl
Pi - auf ihre Irrationalitdt beweisen. Beim Beweisen dieser Zahlen werde ich mich nach einer
bestimmten Vorgehensweise orientieren. Der Beweis zu der Eulerschen Zahl wird detailliert
erldutert, wobei es in ein kurzen und langen Beweis untergliedert ist. Der Beweis fiir Pi wird
dabei nur grundlegend erldutert. Abschliefen werde ich mit einem Resilimee.

1



Vorgehensweise beim Beweisen

Die ausschlaggebende Eigenschaft beim Beweisen der Irrationalitét ist die Tatsache, dass eine
irrationale Zahl nicht als Bruch dargestellt werden kann. Man trifft zunédchst die Annahme, die
zu beweisende Zahl sei rational, so dass es als Bruch dargestellt werden kann. Durch weitere
Annahmen und Umformungen der Gleichung(en), ergibt sich ein Widerspruch.

Zusammenfassend werden folgende Schritte beriicksichtigt und abgearbeitet:

» Es wird jedes Mal der indirekte Beweis angewendet.
» Hierbei wird angenommen, dass die zu beweisende Zahl eine rationale Zahl sei.

D.h., dass die Zahl als Bruch dargestellt werden kann
» Zum Schluss wird ein Widerspruch erzeugt.



Beweis zu ¢ .

3.1 Voraussetzungen

Wie schon in Kapitel 2 erldutert wird zuerst die Annahme getroffen, die Zahl ¢ ! sei rational.

Weiter ist folgendes anzunehmen:
p.qg € N, teilerfremd und 2 < e <3 mitg = 2

Die Eulersche Zahl muss daher zwischen zwei und drei liegen.

Eine Annédherung an die Eulersche Zahl ist mit der sogenannten Reihendarstellung moglich.

—1 1 I 1 1
e = +E+E+E+Em

Zu sehen ist eine Summe, wobei alle Summanden bis auf den ersten immer nach dem
gleichen Schema aufgebaut sind. Der Wert im Nenner kann fiir die weiteren Summanden
theoretisch bis ins Unendliche konvergieren, sodass der Wert der Eulerschen Zahl préiziser
bestimmt werden kann.

3.2 Aquivalenzumformung

Das Ziel ist es zum Schluss ein Widerspruch zu erzeugen. Hierfiir wird die eben erwéhnte
Reihendarstellung genutzt. Auf beiden Seiten der Gleichung wird mit q! multipliziert und man
erhilt folgende Gleichung:

— 1 1 1 1 |
e = —|—E—|—E—|—E—|—E—|—...|+q,



! ! ! ! ! !
‘f:::» qle :q!+q—+q—+q—+...+q—+ 4 kl

1r 21 31 q! (q+1)1+(q+2)1+“'

3.3 Betrachtung der linken und rechten Seite der Gleichung

Um ein Widerspruch zu erzeugen, darf diese Gleichung nicht stimmen. Sprich die Werte auf
der linken und rechten Seite diirfen nicht gleich sein.

3.3.1 Betrachtung der linken Seite der Gleichung
le — f‘D — ! J
gle =gq!= = (g —D!p €\
q

Fiir die linke Seite der Gleichung ist q!e zu betrachten. Aufgrund der Annahme zu Beginn
kann man e auch als Bruch darstellen. Mit dem Kiirzen von q im Nenner ergibt sich fiir die
Fakultit (q-1)!. Aus Abschnitt 3.1 kann sicher schlussgefolgert werden, dass die Zahl ein
Element der natiirlichen Zahlen sein muss. Denn eine natiirliche Zahl multipliziert mit einer
natiirlichen Zahl ergibt selbstverstindlich eine natiirliche Zahl.

3.3.2 Betrachtung der rechten Seite der Gleichung

Bei dieser Betrachtung wird nochmals eine Aufteilung vorgenommen. Und zwar wird die
Summe in die zwei Summenwerte S und T aufgeteilt.

q! q! q! q! q!
! —_— - -
'+ 5+ 5 +...+q!+m+1)! +(q+2)! + ..
5 T

3.3.2.1 Betrachtung des Summenwertes S

Der Summenwert S besteht ausschlieBlich aus natiirlichen Zahlen. Denn es besteht aus der
natiirlichen Zahl q und den Zahlen zwischen 1 bis q. Alle Nenner von 1! bis q! sind Teiler des
Zidhlers q!, sodass der Wert S auch eine natiirliche Zahl sein muss.

3.3.2.2 Betrachtung des Summenwertes T

Der Summenwert T enthélt bei den Summanden im Nenner folgende Struktur: (q + 1)!,
(q + 2)! usw. D.h., dass die Nenner ins Unendliche konvergieren, sodass es sich einem
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bestimmten Wert anndhert. Dieser Wert wird im Weiteren mit der geometrischen Reihe
bestimmt.

Wenn nun die Reihe genauer betrachtet wird, ist zu erkennen, dass die Fakultidt im Nenner
stets grofer ist als der Zahler. Daher wird q! immer zu dem Wert 1 gekiirzt. In 3.1 ist
festgelegt worden, dass q >= 2 sein muss. Dieser Wert wird eingesetzt.

q! q!
= +
(g + 1)! (g + 2)!

I |
= o+
(g+1) (g+1g+2)

=+ ...

+ .. |mitg =2

1 L,
3 3.4 3.4.5 "

Mit der Anwendung der geometrischen Reihe wird eine Abschitzung nach oben bzgl. des
Wertes von T gemacht. Damit ist sichergestellt, dass man sich dem Summenwert T genauer
anndhert.

1 1
—@+®_4 +®_4_5 + ...

In jedem Summanden ist der Wert 1/3 enthalten. Diese Eigenschaft wird ausgenutzt und eine
geometrische Reihe gebildet, die groBer ist als T.

Fiir die Berechnung wird die allgemeine Formel fiir die geometrische Reihe angewendet.

n
. k 1 — n—+1
JE}HMZQ"} :lima’Lhﬁfrq:
k=1

1
_,ﬂ —_—
N —soo l—tj' 3

L] —

Beim Einsetzen der Werte ergibt sich folgendes:
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Es ist klar festzustellen, dass T zwischen 0 und 0.5 liegen muss und somit keine natiirliche
Zahl ist.

T ¢ N

3.4 Widerspruch erzeugen

Aus 3.3 ist folgende Gleichung hervorgekommen:

gle=S +1T
ceN eN ¢N

Da die linke und rechte Seite der Gleichung nicht aus den selben Zahlenmengen sind, erhalt
man ein Widerspruch. D.h., dass die Annahme, die Zahl ¢ L sei rational, widerlegt ist. Die

Zahl & 1 ist somit irrational.



o F
Beweis zu ¢’

4.1 Kurzer Beweis zu ¢ d

Zu beweisen ist folgendes: eist furaller e Q\ {0} irrational.

Die Voraussetzungen hierfiir sind folgende:

) ) ) -
Seir = —mits e Nundt e Z.
f

r
Die Annahme lautet: € sei rational.

Durch das Einsetzten von r aus der Voraussetzung und Umformungen erhilt man:

Dann gilt : et =2
q
r
— (t?-?i_)t = ?
t
P
F __
— e = q_t

. . . S .
Somit ist sichergestellt, dass man nur € beweisen muss.
5
et

. . .. . 5 .
Denn es gilt: Wenn rational wire, dann wire auch € rational.



4.2 Langer Beweis zu ¢ d

Fiir den langen Beweis werden einige Voraussetzungen bendtigt. Um einen roten Pfaden zu
haben, ist es sinnvoll den Beweisablauf einmal konkret zu erwéhnen.

4.2.1 Voraussetzungen und Informationen fiir den Beweisablauf

» Es gibt drei Lemmata von Charles Hemmit, die nicht bewiesen werden sondern
angenommen werden miissen.
x"(1 —x)"

n!

fx) =

Fiir ein festes n >= 1 sei

1 2n .
fx)= Eg cix'

1) Die Funktion f(x) ist ein Polynom der Form , dessen

Koeftizienten ganze Zahlen sind.

1
FirO<x <1list0< f(x) < —
2) n!

k k
3) Die Ableitungen fHOundf* (1) sind fiir alle k>=0 ganze Zahlen.

» Als Grundlage fiir den Beweis wird eine bestimmte Funktion verwendet
F(,\f) — 52?‘!.}(‘('\:) _SZH—I ff(x) _|_52H—2f-f.f(x) + . _|_52n—2n f‘{z.ﬂ)(x)

» Die Funktion F(x) wird mit Canl verkniipft.

» F(x) wird abgeleitet.

» Die Stammfunktion wird gebildet und ein Integralwert N wird berechnet.

» N wird nach unten und oben abgeschitzt, um ein Widerspruch zu erzeugen.

4.2.2 Konkreter Beweis zu ¢ d

. . 5 . . .
Begonnen wird mit der Annahme, dass € aus dem kurzen Beweis rational sei.

et = a4 mita,beZ a,b =0
Es gilt:

Die Funktion F(x) wird bzgl. der Ableitungen von f(x) ins Unendliche betrachtet, um die
Ableitung von F(x) darzustellen. Laut Lemma 1 sind die Ableitungen mit k > 2n gleich 0.



Konkretes, einfaches Beispiel zu Lemma 1:

fy=x*, flxy=32, fHxy=6x, fI(x)y=6, fV(x)=0

Nach der dritten Ableitungen, haben alle weiteren Ableitungen den Wert 0.

4.2.2.1 Ableitung von F(x)

Die Funktion F(x) kann daher folgendermallen geschrieben werden:

F(x) =52 f(x) —s2" V() + 52772 £ (x) + ...
Der néchste Schritt ist F(x) abzuleiten. Dafiir gibt es zwei Mdglichkeiten.
I) F(x) mit -s multiplizieren:

—sF(x) 4+ s f(x) =527 f(x) — s U (x) £ L

IT) Alle f(x) werden in F(x) explizit abgeleitet:

F'(x) = s f'(x) — 52" 7 (x) &+ ...

I) und II) kann man gleichsetzen und erhélt diese Gleichung fiir die Ableitung F(x):

F'(x) = —sF(x) + 52" f(x)

4.2.2.2 Bilden der Stammfunktion von F(x)
Um die Stammfunktion zu bilden wird F(x) mit e verkniipft (multipliziert) und abgeleitet.

%[eswm] — SSXF(x) + X F'(x)| mir F/(x) = —sF(x) + s f(x)

%[e”F(.‘c)] = seF (x) 4+ " F'(x) = 52" 15 £(x)

241 _sx £0on . ;
Die Stammfunktion von * e f(x) ist gleich ¢ TF(x)

Mit diesem Wissen kann eine Fldche N im Integrationsbereich zwischen 0 und 1 berechnet
werden. Es konnten beliebig andere Werte fiir den Integrationsbereich genommen werden.
Aus Einfachheitsgriinden wurden 0 und 1 bevorzugt.
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1
= b f52”+1e”f(x)dx = b [e*F F(x)]g = aF (1) — bF(0)
0

4.2.2.3 Abschitzung nach oben und unten
Der Wert N muss laut Lemma 3 eine ganze Zahl sein:
N =aF(1)-bF(0) € Z
Um ein Widerspruch zu erzeugen, wird N nach oben und nach unten abgeschétzt. D.h., es
wird bestimmt zwischen welchen beiden Werten N liegen muss.

Hierfiir wird fiir die untere Abschédtzung laut Lemma 2 mit f(x) = 0 eingesetzt und man erhalt
folgendes:

N > bf52”+1€”[] dx

N =0

N muss grofBer als 0 sein.

Fiir die Abschitzung nach oben wird ebenfalls laut Lemma 2 mit f(x) = 1/n! eingesetzt:

1
N <b 52""'16”—151’,\'
n!

Einfache Darstellung der Gleichung :

1
1
N < 552”+1—f€”dx
n!
0

Die Stammfunktion wird gebildet und die Integrationswerte 1 und 0 eingesetzt.

1
1
g2n+l
" —,f = [—‘3”]0
0

10



| o
— _552H+1(€_ _ _)

n! § §

Der Ausdruck in der Klammer wird insofern vernachlissigt, so dass nur €* als relevant
angesehen wird. Der Grund dafiir ist, eine SicherheitsmafBnahme fiir das Abschétzen nach
oben zu gewihrleisten.

E‘Fb.j'z"+1

n!

&
Mit der Annahme zu Beginn € sei rational, erhdlt man mit @ = e°h folgendes:

ﬁ,5211':+1
n!

Somit wurde die Abschédtzung nach unten und nach oben bestimmit:

a52n+1

O< N <« ——
n!

”32”+1

Damit ein Widerspruch zustande kommt, darf der Ausdruck n!  maximal 1 sein.
D.h., dass gelten muss: n! = as*" 1 Fiir kleine Werte fiir n ist diese Relation nicht

zutreffend. Jedoch ist ab einem bestimmten gro3en n-Wert diese Relation richtig.
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4.2.2.4 Graphische Darstellung der Abschitzungen

Y

+-2

Abbildung 2: Abschidtzung nach unten und oben

Dieser Graph ist nur eine einfache Skizze, um den Sachverhalt fiir die Abschétzung zu
verdeutlichen.

g(x) - blauer Graph - entspricht der unteren und h(x) - roter Graph - der oberen Abschétzung.

4.2.2.5 Widerspruch erzeugen

Durch die Abschitzungen wurde deutlich, dass N zwischen 0 und 1 liegen muss. Weiterhin

wurde festgestellt, dass N € Z  ist. Somit erhilt man ein Widerspruch. € ist irrational.
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¥
Beweis zu T

"
5.1 Vorgehensweise zu 7~ und die Problematik

Beim Beweis von T 2 werden ebenfalls analoge Schritte abgearbeitet wie in Kapitel 4. D.h.,
dass die Lemmata aus Kapitel 4 hier ebenfalls gelten, allerdings wird eine andere Funktion
F(x) verwendet.

Die detaillierte, komplette Beweisfiihrung wie zu der Eulerschen Zahl wird hier aus
bestimmten Griinden nicht vorgefiihrt. Zum einen ist die Funktion F(x) an sich zu kompliziert
aufgebaut und zum anderen ist das Bilden der Stammfunktion von F(x) ebenfalls kompliziert.

Die Beweisfiithrung zu T 2 ist daher nicht hilfreich, um die Irrationalitét einer Zahl
nachzuvollziehen bzw. verstandlicher zu gestalten.

5.2 Konkreter Beweis zu 7 2

a2 .. :
Man nimmt wieder an 7~ sei rational. Daher ist es folgendermallen darstellbar:

S %m‘fra,bEZa,b > 0

Es gibt eine Funktion F(x) mit der die Irrationalitit von T 2 bewiesen wird.

F(x) = b" (" f(x) = n?" 2 O (x) 4+ 2274 f D () )

mit F@(x) = —n?F(x) + b" 12" 2 f(x)

Der niichste Schritt ist es, F(x) mit "' zu verkniipfen (multiplizieren) und abzuleiten.

di[F’(x)sfnnx — nF(x)cosmx]|
X

13



= (FP(x)+ n?F(x))sinmx
= b" 12"+ f(x)sinmx
= n?a" f(x)sinmx

Wie bei der Eulerschen Zahl wird ein Integral berechnet.

1

1
N = — / n2a™ f(x)sin 7w x dx
T

0

= ;[F’(:«:)Shﬂrx — ‘.ITF(I)CO.S‘TE,\?](I)

= F(1) + F(0)

Aufgrund von Lemma 3 muss N ganzzahlig sein.

Um ein Widerspruch zu erzeugen, wird eine untere und obere Abschiatzung durchgefiihrt. Fiir
die obere Abschétzung muss folgendes gelten:

ta”

<1

n!
Setzt man fiir die obere und untere Abschitzung die Werte aus Lemma 2 ein, erhilt man
folgendes:

1
0<N = ."[fﬂ"f{.'i‘}.&'f}? X dx <
0

ma’

1

Da N ein Element der Ganzen Zahlen sein muss, erhilt man ein Widerspruch.

...
T~ ist irrational.
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Resiimee

In Kapitel 3 wurde eine einfache Beweisfiihrung erléutert. Der Grund dafiir ist, dass es ein
spezieller Beweis war. Die Beweise in Kapitel 4 und 5 hingegen sind allgemeingiiltiger.

Wie man feststellen kann ist das Beweisen der Irrationalitét einer Zahl wie in Kapitel 4 und 5
recht kompliziert aufgebaut. Es sind sehr viele Voraussetzungen notwendig, um die
Irrationalitit zu beweisen. Daher kann man sagen, dass diese Beweisfiihrung nicht elegant
genug ist, um es einfach darzustellen.

Nichtsdestotrotz ist eine gewisse Struktur zu erkennen. Wenn eine Zahl auf ihre Irrationalitét
zu priifen ist, ist eine bestimmte Funktion F(x) notwendig, die "wie aus dem Himmel" kommt.
Es ist stark zu vermuten, dass diese Funktion im Laufe der Analysearbeiten entstanden ist, um
die Irrationalitdt zu beweisen. Diese Funktion wird abgeleitet bzw. die Stammfunktion wird
gebildet. Im Weiteren wird ein Integral berechnet, um eine untere und obere Abschétzung zu
haben, um den Integralwert so einzuschranken, dass ein Widerspruch erzeugt wird.

Daher wiirde der Punkt der Eleganz solch einer Beweisfithrung nicht zu 100% wegfallen.
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