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1. Einfuhrung

1.1 Vorbemerkung

In dieser Seminararbeit geht es um den Beweis zur Vervollstandigung lateinischer Quadrate,

der von Martin Aigner und Gunter M. Ziegler in deren Buch der Beweise vorgestellt wurde.

Ein lateinisches Quadrat ist ein Quadrat, dass aus n x n Feldern besteht, welche mit n
verschiedenen Symbolen gefullt werden. n ist dann die Ordnung des lateinisches Quadrates.
Das Besondere ist, dass jedes Symbol pro Reihe und Spalte genau einmal verkommen

muss. 2 3 1 4

Bei der Auswahl der Symbole ist es inzwischen Ublich, die Zahlen 1 4 2 3

von 1 bis n zu wahlen, wahrend Euler noch lateinische Symbole

verwendete. Daher stammt der Name dieser Quadrate. 4 1 3 2

[1]

1.2 Das lateinische Quadrat im Alltag

Fir das lateinische Quadrat gibt es einige Anwendungsfélle, von denen hier ein paar
genannt werden sollen. Zu diesen zahlt unter anderem die statistische Versuchsplanung. Mit
Hilfe eines lateinisches Quadrates werden hier beispielsweise verschiedene Versuche
verschiedenen Versuchsgruppen zugeordnet. +|Ro Ry Ry Ry Ry
. . .. . . . RO RO Rl Rz R3 R4
Ein weiteres Vorkommen von lateinisches Quadraten findet sich in der . [z & Rr. R &
1 1 2 3 N4 0

Algebra in Verknipfungstabellen. Bei der "+"-Verknlpfung einer Gruppe ¢ |z, Rr, g, R, R,
mit seinen eigenen Elementen entsteht innerhalb der Verkniupfungstabelle Rs|Rs Rs Ry Ry Ry
ein lateinisches Quadrat. [7]Rs|Rs Ro Re Ry Ry

Weiterhin werden lateinische Quadrate verwendet, um die Existenz von bestimmten Ebenen
zu beweisen. Dieses passiert mit Hilfe von orthogonalen lateinischen Quadraten. Zwei
lateinische Quadrate missen um zueinander orthogonal zu sein die selbe Ordnung besitzen.
Wenn diese beiden Quadrate Ubereinander gelegt werden, missen bestimmte
Kombinationen der jeweiligen Fillsymbole genau einmal vorkommen. [2]

Der letzte hier aufgefiihrte Anwendungsfall ist der vermutlich bekannteste. Es handelt sich
um mathematische Ratsel, im Besonderen das Sudoku. Hierbei wird zwar durch das

unterteilen eines 9 x 9 Feldes in einzelne 3 x 3 Felder eine 3 >3 3
Anderung vorgenommen, aber das Prinzip bleibt im wesentlichen 4 5 3
das selbe wie bei lateinisches Quadraten. 1896 354
8 2
7|4 9 6|8 1
89315 |6 4
1(9 2 5
2 3 7 4
96 5 3 2




1.3 Problemstellung

Es geht darum, zu zeigen, wann ein teilweise gefiilltes lateinisches Quadrat auf jeden Fall
vervollstandigt werden kann. Also wie viele Zellen zu Beginn des Fullvorgangs bereits mit
Symbolen besetzt sein dirfen, ohne dass beim Fiillen ein Konflikt entstehen kann. Dieser
Wert lasst sich direkt einschranken, mit Hilfe eines kleinen Beispiels. Nehmen wir einmal an,
wir haben in einem lateinischen Quadrat der Ordnung n bereits n oder mehr Felder gefillt. so
lasst sich bereits mit den n gefullten Zellen zeigen, dass das Quadrat nicht vervollstandigt
werden kann. Das ist beispielsweise der Fall, wenn die erste Reihe bis auf die letzte Zelle
geflllt wird und das in dieser Zeile fehlende Symbol in einer anderen Zeile, aber der selben
Spalte eingetragen wird (siehe Abbildung).

1 |2 n-1

In diesem Quadrat wird aktuell keine Regel verletzet, denn
kein Symbol taucht mehr als einmal pro Reihe und Spalte auf.
Wenn das Quadrat nun allerdings gefiillt werden soll, entsteht
ein Konflikt bereits in der ersten Reihe, in der Zelle oben
rechts.

T

Aus diesem Grund wird der Beweis gefuhrt fur teilweise
geflllte lateinische Quadrate, in denen maximal n - 1 Zellen
geflllt sind. [6]

Der zu beweisende Satz lautet also: Jedes partielle lateinische Quadrat (teilweise geflltes
lateinische Quadrat) der Ordnung n, in dem maximal n - 1 Zellen gefiillt sind, kann zu einem
vollstandigen lateinischen Quadrat der Ordnung n erganzt werden.

2. Definitionen

2.1 Zeilen-Matrix

Die Zeilen-Matrix eines lateinischen Quadrates ist eine andere Darstellungsweise fiir eben
dieses. Sie besteht aus drei Zeilen, "R", "C" und "E", die fur Reihen, Spalten und Elemente
stehen. Jede der drei Zeilen beinhaltet n2 Elemente. Die Reihenzeile jede Reihennummer so
oft, wie jede Reihe Spalten hat, die Spaltenzeile jede Spaltennummer so oft, wie jede Spalte
Reihen hat und die Elementenzeile jedes der n Elemente genau n mal. Die Matrix lasst sich
dann von oben nach unten spaltenweise lesen, in Reihe x in Spalte

y befindet sich das Element z. Im Beispiel rechts kann man also [6]

ablesen, dass in Reihe 1 in Spalte 1 (also oben links) das Element 1132

1 steht. Besonders ist bei dieser Darstellung, dass jeweils zwei der

drei Reihen Ubereinanderstehend jedes aus den Zahlen 1 bis n 2]1]3

bildbare Tupel aufweisen. Fur das Erstellen der Zeilen-Matrix ist es 31211

notwendig, die beliebigen n Symbole zu den Zahlen von 1 bis n

umzubenennen, sonst gehen wertvolle Eigenschaften der Matrix f:111222333

verloren. C:123123123
E:132213321

Durch die Zeilen-Matrix lassen sich verschiedene Operationen auf

dem Quadrat darstellen. Fur das vertauschen von ganzen Reihen oder Spalten kdnnen zum
Beispiel innerhalb der Reihenzeile die ersten n Zahlen komplett mit den zweiten n Zahlen
getauscht werden (vertauschen der ersten beiden Reihen). Des weiteren kdnnen zu einem
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lateinischen Quadrat Uber die Zeilen-Matrix konjugierte lateinische ~116]
Quadrate erstellt werden. Hierzu werden die Zeilen der Matrix 11213
vertauscht. Im Beispiel hier wurden die Zeilen rotiert. Das 31119
entstandene Quadrat ist ein konjugiertes von dem oberen. Daraus

ergibt sich dann ein neues Quadrat. Eine wichtige Eigenschaft von 2131

konjugierten Quadraten ist, dass wenn ein Quadrat vervollstandigt
werden kann, auch alle dazu konjugierten Quadrate vervollstandigt
werden konnen. Diese Eigenschaft wird im Folgenden noch
verwendet werden.

1:132213321
C:111222333
E:123123123

2.2 Partielles lateinisches Quadrat

Ein partielles lateinisches Quadrat ist ein lateinisches Quadrat, dass noch ’1 9 3 __.l"
nicht vollstandig, sondern nur teilweise gefillt ist. Wie viele Zellen bereits

geflllt und wie diese angeordnet sind ist hierbei unerheblich. Sie miissen 2 4

also nicht wie hier im Beispiel zusammenhangend liegen. Naturlich |3

durfen die bereits geflliten Zellen untereinander keine Regeln fir 4

lateinische Quadrate verletzen. 3] L J

2.3 Lateinisches Rechteck

Ein lateinisches Rechteck ist ein lateinisches
Quadrat der Ordnung n, in dem bereits r
Reihen komplett ausgeflllt sind. Dieses r
muss kleiner als n sein. Die gefillten Reihen
liegen Ublicherweise ganz oben im Quadrat,
was gegebenenfalls mit Hilfe der Zeilen-
Matrix erreicht werden kann (siehe oben).

Lh| W |co o

~N|—= N

B RIS o))

[ n || GO

N
co|b|n|w
bR | CO | |h
=

3. Durchfithrung des Beweises

3.1 Beweisstruktur

Um die These "Jedes partielle lateinische Quadrat der Ordnung n, mit maximal n-1 gefillten
Zellen, kann zu einem lateinischen Quadrat der Ordnung n ergéanzt werden", werden
mehrere einzelne Beweise gefiihrt. Begonnen wird mit dem Lemma 1, das besagt, dass
jedes lateinisches Rechteck der Ordnung n zu einem lateinisches Quadrat der Ordnung n
vervollstandigt werden kann. Hierbei wird der Satz von Hall, auch Heiratssatz verwendet, der
aus diesem Grund vorher einmal kurz erlautert wird. Auf den Beweis dieses Lemmas folgt
dann der Beweis des eigentlichen Satzes (These), der zur besseren Verstandlichkeit in zwei
Teile aufgegliedert wurde. Der erste Teil beweist fir den Fall, dass die Zellen in dem zu
vervollstdndigenden partiellen lateinischen Quadrat bisher mit maximal n/2 verschiedenen
Symbolen geflillt sind, der zweite fir mehr als n/2 verschiedene Symbole.



3.2 Satz von Hall

Der Satz von Hall, auch Heiratssatz genannt, beschéftigt sich mit der Frage, ob zwischen
zwei Mengen eine Zuordnung erstellt werden kann, sodass jedem Element der ersten Menge
genau ein Element aus der zweiten Menge zugeordnet wird, fir das jeweils ein bestimmtes
Kriterium erfillt ist. Das lasst sich gut an dem folgenden Beispiel verdeutlichen, das auch
den Namen "Heiratssatz" erklart.

Es wird angenommen, es gabe eine Menge I, die aus heiratswilligen Frauen besteht und
eine Menge X mit den potentiellen Ehepartnern dieser Frauen. Dann wird fur jede Frau i aus
der Menge I die Menge Ai aufgestellt, die alle Manner x der Menge X enthélt, die die Frau i
zu heiraten sich bereit erklaren wirde. Das Ziel der Zuordnung ist es nun, jeder Frau einen
Mann zuzuteilen, den diese Frau auch heiraten mochte, ohne dass zwei oder mehr Frauen
den selben Mann zugeteilt bekommen. Daraus lasst sich erkennen, dass die Anzahl der
potentiellen Ehemanner mindestens genauso grof3 sein muss, wie der heiratswilligen
Frauen. Wenn das auch fir jede Teilmenge der Frauen und der zugehdrigen Manner-Gruppe
gilt, lasst sich eine Zuordnung erstellen, die die gewlnschten Kriterien erfullt.

Es ergibt sich als Bedingung fiir die Moglichkeit einer Zuordnung also die Hall-Bedingung:

Iy CIist| U Al > |Iy) Io stellt dabei eine Teilmenge der Menge I dar.
[7] 1€l

Hier eine grafische Darstellung:

Hier wurden sozusagen fir die Frauen 1, 2, 3 und 4
die Mengen mit ihren Wunschpartnern aufgestellt.
Dass fur diesen Sachverhalt die Hall-Bedingung
erflllt ist, ist fur alle mdglichen Teilmengen der
betrachteten Menge ersichtlich. Eine mdgliche
Zuordnung ware beispielsweise Mann 1 fir Frau 1,
Mann 2 fur Frau 2, Mann 5 fur Frau 3 und Mann 7 far
Frau 4.

3.3 Beweis Lemma 1 - Vervollstandigung lateinischer Rechtecke

In diesem Abschnitt geht es darum, zu beweisen, dass Jedes (r x n)-lateinische Rechteck mit
r <n, zu einem ((r + 1) x n)-lateinischen Rechteck und somit zu einem lateinischen Quadrat
erganzt werden kann.

Es liegt also ein lateinisches Quadrat der Ordnung n vor, das bereits tber r geflllte Reihen
verfugt. Der Einfachheit halber wird davon ausgegangen, dass diese r gefilliten Reihen die
Reihen 1 bis r des Quadrates sind (Reihen diirfen ja beliebig vertauscht werden!).

Um zu beweisen, dass nun die r+1te Reihe gefillt werden kann, wird der Satz von Hall auf
dieses Problem ubertragen:

Die Menge I besteht nun aus den Zellen der Reihe r+1, fir die jeweils ein Symbol gefunden
werden muss. Dieses wird der Menge X entnommen, die aus den Symbolen besteht. Aus
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den Elementen der Menge X wird fur jedes Element der Menge I, also fur jede Zelle der

Reihe r+1, eine Menge Ai gebildet, die alle Symbole enthélt, die in der jeweils zu der Zelle
] gehdrenden Spalte noch fehlen. Nun kann die Hall-
Iy C I'ist| U Ai‘ > |Iy|. Bedingung gepriift werden:

[7] icly o . . .
Die Méachtigkeit jeder der Mengen Ai liegt bei n-r, da in

jeder Spalte ja bereits r Symbole vorhanden sind und jedes Symbol pro Spalte genau einmal
vorkommen muss.

Weiterhin ist bekannt, dass jedes Element in genau n-r der Mengen Ai vorkommen muss, da
jedes Element genau einmal pro Spalte und Reihe auftaucht. Ist ein Element bereits in r
Reihen aufgetaucht, muss es demnach auch in r Spalten bereits vorhanden sein.

Wenn zur Uberprufung der Hall-Bedingung nun also ein Teilmenge von I ausgewahlt wird,
die m Elemente (Zellen) enthalt, dann enthalten diese zusammen m(n-r) Symbole. Fir das
maximale Vorkommen jedes einzelnen Symbols, dass jeweils bei n-r liegt, kann eine
Variable p eingefiihrt werden.

Es qilt also:
Al =n—r
p <= (n-1)

Summe der Elemente der Ai = m(n-r)

Daraus ergibt sich die Anzahl der verschiedenen Symbole der Mengen Ai mit m(n-r)/p, was
mindestens so grofd wie m sein muss, damit die Bedingung erfullt ist. Im schlechtesten Fall
ist p = n-r, alles auBer dem m in dem Ausdruck kurzt sich weg und man kann feststellen,
dass es genau m verschiedene Symbole fur die m Zellen gibt. Ist p kleiner stehen mehr
Symbole als nétig zur Verfigung. Die Hall-Bedingung ist erfillt und Lemma 1 damit
bewiesen.

3.4 Beweis Satz - Vervollstdndiqung partieller lateinischer Quadrate mit maximal n-1
gefullten Zellen

Wie bereits erwahnt ist der Beweis in zwei Teile untergliedert. Einmal wird fur den Fall
bewiesen, dass sich in den gefillten Zellen maximal n/2 verschiedene Symbole befinden,
einmal fir mehr als n/2 verschiedene Symbole. Einer der beiden Félle muss also immer
zutreffen, wodurch der Beweis der beiden Einzelteile als Beweis des ganzen Satzes
betrachtet werden kann.



3.4.1 Teil 1 - gefullt mit maximal n/2 verschiedenen Symbolen

Um zu beweisen, dass ein lateinisches Quadrat der
Ordnung n, in dem maximal n-1 Zellen mit maximal n/2
verschiedenen Symbolen gefillt sind immer zu einem
vollstdndigen lateinischen Quadrat der Ordnung n
erganzt werden kann, wird das Problem zunachst .
transformiert. Aus maximal n/2 verschiedenen s
Symbolen werden maximal n/2 Reihen, die geflllte  ¢.111111 222222333333 444444 555555 666666

Zellen enthalten. Dies kann durch eine Vertauschung  ¢:123456 123456 123456 123456 123456 123456
E: 173227 222227 224792 222272 242797 229377

in der Zeilen-Matrix erreicht werden, wenn die 1
Elementen-Zeile in die Reihen-Zeile gelegt wird. Hier
wurden die Zeilen der Matrix von oben nach unten 3 4
rotiert. 2 2

Als nachstes werden alle Reihen, die nun Elemente
enthalten nach oben geschoben und zwar so, dass die  ¢.153322 232932 222327 222997 222993 227377
Reihe mit den meisten gefillten Zellen ganz oben liegt  C: 111111 222222 333333 444444 555555 666666
und die anderen nach der Anzahl ihrer gefiillten Zellen B 123456123456 123456 123456 123456 123456
absteigend liegen. 3 a

Nun mussen einige Variablen zur Durchfihrung des )
Beweises festgelegt werden. Die Anzahl der gefiillten
Zellen in Reihe i vor Beginn des Fillvorgangs, wird
reprasentiert durch fi und die Anzahl der Reihen, die
geflllte Zellen enthalten sei r. Es ergibt sich durch das R.371777 222227 722922 292977 229227 279177
Umstellen des Problems, dass r <= n/2 gilt. Durch die  c¢:111111 222222 333333 444444 555555 666666
Sortierung der Reihen gilt weiterhin f1 >=f2 >= ... >=fr. E: 123456123456 123456 123456 123456 123456

Ziel ist es nun, die Reihen mit gefiillten Zellen zu vervollstandigen, so dass ein lateinisches
Rechteck entsteht. Daflr wird bewiesen, dass eine beliebige Zeile ¢ gefullt werden kann, fur
die gilt £ <=r <= n/2. Es wird davon ausgegangen, dass alle Reihen Uber ¢, also die Reihen 1
bis -1, bereits gefillt sind. AuRerdem wird die Menge X erstellt, die alle Symbole als
Elemente enthélt, die in Reihe ¢ fehlen. Die Machtigkeit von X ergibt sich also als [X| = n - f.
Fur alle nicht besetzten Zellen in Reihe ¢ werden Mengen Aj aufgestellt. Diese enthalten
jeweils alle Elemente aus X, die in der Spalte, in der die Zelle liegt noch fehlen. Fir j ergibt
sich damit j = 1 bis n-f. Um zu beweisen, dass die Reihe ¢ vervollstandigt werden kann, wird
wieder der Satz von Hall genutzt. Wenn also die Hall-Bedingung fir alle Mengen A gilt, dann
ist die Reihe ¢ auch vervollstandigbar. Fur diesen Beweis wird eine Hilfsgleichung aufgestellt,
die besagt, dass die Ordnung des Quadrates ohne die Anzahl der gefillten Zellen in Zeile ¢
und ohne die Anzahl der bereits gefillten Reihen, grofer ist, als die Anzahl der bereits
gefullten Reihen und der bereits gefullten Zellen, der Reihen unter ¢ Mathematisch
ausgedruckt sieht dasdannsoaus: n—fi—¢+1>¢—1+f1 + ... +fr

Das diese Gleichung auch gilt muss gezeigt werden, bevor mit dem Beweis fortgefahren
werden kann. Zunéachst wird der Fall ¢ = 1 betrachtet Fur die Gleichung ergibt sich durch
Einsetzen von ¢ dann n — f1 > f2 + ... + fr, was durch das Addieren von fe umgestellt werden
kann zu n > f1 + ... + fr. Die rechte Seite der Gleichung stellt dann die Aufsummierung der
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Anzahlen der gefillten Zellen in allen bisher gefillten Reihen dar. Da wir wissen, dass zu
Beginn maximal n-1 Zellen gefillt sind (f1 + ... + fr <= n-1), gilt demnach auch die
entstandene Gleichung n > f1 + ... + fr. Zur Betrachtung des Falles ¢ >= 2 wird die

Ausgangsgleichung wieder Umgestellt:
N—fe—g+1>¢—1+f1+ ... +fr | +¢ | -1 | +fe
<=>n>2-2+fe+ L+ fr

<=>n>20-1)+fe+ ..+ fr

Nun werden wieder zwei getrennte Falle betrachtet. Der erste geht davon aus, dass in der
Reihe Uber ¢ zu Beginn genau eine Zelle gefillt war (fr1 = 1). Dies fuhrt auf Grund der
absteigenden Sortierung dazu, dass alle Reihen bis r nur genau 1 gefillte Zelle enthalten.
Da der Ausdruck fe + ... + fr dadurch, dass jedes der vorkommenden fi gleich 1 ist, die Anzahl
der Reihen mit gefllliten Zellen ohne die ersten ¢-1 Reihen darstellt, darf er durch einen
Anderen Ausdruck mit derselben Bedeutung ersetzt werden. Fir dieses Ersetzen wird der
Ausdruck r - £+ 1 gewahlt. Es ergibt sich also:

n>2@¢—-1)+r-¢+1
<=>n>20-2+r-¢+1
<=>n>r+¢-1

Dieser Ausdruck ist ebenfalls wahr, da ¢ <= r <= n/2 gilt. Die Maxima fur r und ¢ liegen damit
jeweils bei n/2, es ergabe sich also n > n/2 + n/2 -1 <=>n > n - 1, was offensichtlich gilt.

Es fehlt noch die Betrachtung von f¢ >= 2. Dafur wird einmal zusammengestellt, was bereits
bekannt ist. Die Aufsummierung der gefillten Zellen der Reihen Uber ¢ ist mindestens so
grol3, wie ihre Anzahl multipliziert mit der Anzahl der gefillten Zellen in Reihe ¢-1, da jede
dieser Reihen mindestens so viele geflllte Zellen enthélt wie die Zeile ¢-1 (absteigende
Sortierung). Durch die konkrete Fallbetrachtung steht fest, dass fl-1 nicht kleiner als 2 sein
kann. Mathematisch ausgedrtckt: f1 + ... + fi>=fe1(¢- 1) >=2(¢- 1)

AulRerdem ist die Summe aller gefiliten Zellen maximal n-1 (n > f1 + ... + fr). Wenn man
dieses Wissen vereint zeigt sich: n >f1 + ... +fr>=2(¢- 1) + fe + ... + fr, die Gleichung gilt also
auch fir diesen letzten Fall und ist damit insgesamt gltig.

Um die Hall-Bedingung zu prifen werden nun m der Aj-Mengen ausgewahlt. Dieses m muss
mindestens eine Menge einschlieRen und maximal alle Ajs der Reihe ¢, es gilt also:

1 <=m<=n-fe

Die Vereinigungsmenge der ausgewahlten Aj wird mit B bezeichnet. Zur Erfullung der Hall-
Bedingung muss also gelten: |B| >=m

Weiterhin wird die Variable c eingefihrt, die die Anzahl der Zellen in den Spalten der m
ausgewahlten Zellen beschreibt, die mit Elementen aus X gefillt sind, also Elemente
enthalten, die in der Reihe ¢ noch fehlen. Fur c ergibt sich als maximale Grol3e also die
Anzahl aller Zellen in den m Spalten, die Uber ¢ liegen (m(¢ - 1)) sowie alle bereits geflillten
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Zellen der Spalten unter der Reihe t. Da diese Anzahl unbekannt ist, wird mit allen bisher
gefillten Zellen unterhalb der Reihe ¢ (fe+1 + ... + fr) gez&hlt, da diese im schlechtesten Fall
alle in den betroffenen Spalten liegen: ¢ <= (¢— 1)m + fer1 + ... + fr

Jedes Element x, dass sich in der Menge X\B befindet muss in jeder der m ausgewahlten
Spalten bereits vorhanden sein. Es fehlt zwar in der Reihe ¢ aber es fehlt in keiner der
ausgewahlten Spalten, da es sonst in einer der Mengen Aj vorhanden ware und somit auch
Teil der Vereinigungsmenge der Ajs ware. Daraus folgt, dass die Anzahl der Zellen in den m
Spalten, die Elemente aus X enthalten mindestens so grol3 wie die Anzahl dieser Elemente
multipliziert mit der Zahl der ausgewéhlten Spalten sein muss: ¢ >= m(|X| - |B|)

Da die Bedingung |B| >= m erflillt sein soll wird die Gleichung nach |B| umgestellit.
¢ >=m(|X] - [B]) | +m|B| | -c

<=>m|B| >= m|X| - ¢ |:m

<=>|B| >= [X]| - ¢/m

Nun kénnen die bekannten Werte eingesetzt werden. Die Machtigkeit der Menge X, die alle
Symbole enthélt, die in der Reihe ¢ fehlen, liegt bei n - fr und fir ¢ kann die erste Gleichung
eingesetzt werden:

Bl >=n—fe—1/m((t— 1)m + fer1 + ... + fr)
Die Bedingung |B| >= m gilt dann, wenn gilt
n—f—1m((E-1)m+fe1+ ... +fy>m-1

Diese Gleichung muss nun nach m aufgeltst werden.

n—fi—1/m(E—-1)m+fue1+ ... +fry>m-1 | +1/m((¢— 1)m + f1 + ... +fr)
<=>n-ft>m-1+1/m((g—1)m + ferl + ... + fr) [-m |[+1
<=>n-ft-m+1>1/m((—1)m+fer1 + ... +fr) [ *m
<=mn-fi-m+21)>@C—1)m+fue1+ ... +fr [-(- 1)m

<=>mn-fi-¢+2-m)>f1+ ... +fr
<=>-m2+m(n-fil-g+2)>f+1+ ... +fr

Auf der linken Seite der Gleichung ist eine negative quadratische Funktion mit m als Variable
entstanden. Es missen also 2 Lésungen fur m gefunden werden, die die Gleichung erfillen.
Sind diese gefunden, werden auch alle Lésungen die zwischen diesen beiden liegen die
Gleichung erfiillen, da sie auf dem Graphen der Funktion ebenfalls hoch genug lagen. Um
diese Loésungen zu finden wird zunachst mit 1 getestet, da dies der geringstmogliche Wert
fur m ware. Das Einsetzen ergibt folgendes:

n—fi—¢+1>f1+ ... +fr
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Dass diese Gleichung erflillt ist kann an der ersten zur Hilfe aufgestellten Gleichung gesehen
werden, deren Gultigkeit bereits belegt wurde: n —fe—¢+1>¢—1+fu1 + ... + fr

Die linke Seite beider Gleichungen sieht gleich aus, nur auf der rechten steht bei der ersten
ein £ - 1 weniger. Die rechte Seite der ersten Gleichung ist somit kleiner als die der zweiten,
wodurch die Gleichung offensichtlich erfillt ist. Als zweite Lésung wird n — fe— ¢+ 1 gefunden.
Das Einsetzen dieser Losung fuhrt zu der selben Gleichung wie das Einsetzen der 1, es ist
also ebenfalls eine giltige Losung. Es bleibt zu klaren, was mit Werten fir m sind, die gré3er
als n —fe—¢+ 1 sind. Auch mit diesen ist die Bedingung erfullt, denn die erste Gleichung kann
auch diesen Fall Belegen: n —fe—¢+ 1>¢—1 +fl + ... +fr.

Die rechte Seite beschreibt, in wie vielen Reihen ein Element x maximal vorkommen kann.
Da in einem lateinischen Quadrat ein Element immer in genau so vielen Spalten wie Reihen
vorkommt, ist dieser Wert Ubertragbar. Bei grof3eren Werten fir m, muss das Element x also
in mindestens einem Aj vorkommen. Dann wére B = X und [B| = |X| =n-fe>=m.

Die Hall-Bedingung ist erflllt und die bereits teilweise geflllten Reihen kdénnen zu einem
lateinischen Rechteck erganzt werden. Dass dieses dann zu einem vollstédndigen
lateinischen Quadrat vervollstéandigt werden kann ist bereits beweisen worden. Damit ist
dieser Beweisteil komplett.

3.4.2 Teil 2 - gefillt mit mehr als n/2 verschiedenen Symbolen

Zu guter Letzt soll nun noch bewiesen werden, dass jedes patrtielle lateinische Quadrat der
Ordnung n, in dem maximal n — 1 Zellen mit mehr als n/2 verschiedenen Symbolen gefillt
sind, zu einem lateinischen Quadrat der Ordnung n erganzt werden kann. In diesem Beweis
wird mit den Zahlen von 1 bis n als Symbolen gearbeitet. Sind andere Symbole vorhanden
konnten diese umbenannt werden, was nach dem Durchfiihren des Fullvorgangs riickgangig
gemacht werden kann. Mit diesem Teilbeweis ist dann der Beweis, dass lateinische
Quadrate der Ordnung n mit maximal n-1 gefillten Zellen immer vervollstandigt werden
kénnen komplett.

Dieser Beweis wird durch Induktion gefiihrt und beschreibt gleichzeitig auch noch, wie man
ein solches Quadrat fllen kann.

Die Induktion wird Gber n, also die Ordnung des Quadrates gefuihrt. Es wird mit n = 1
verankert. In einem lateinischen Quadrat der Ordnung 1 mit n-1 geflillten Zellen ware keine
Zelle geflillt. Ein fullen dieses Quadrates ist somit kein Problem.

Die Induktionsvorraussetzung, die fiir den Beweis genutzt werden darf, ist nun, dass ein
lateinisches Quadrat der Ordnung n-1 mit maximal n-2 gefillten Zellen vervollstandigt
werden kann.

Da die n-1 Zellen mit mehr als n/2 verschiedenen Symbolen 2 Q)
gefillt sind, kann mindestens eines der n Symbole nur einmal
vorkommen. Eines der nur einmal vorkommenden Symbole wird
ausgewahlt. Der Ubersichtlichkeit halber sollte dieses Symbol die
Zahl n sein, hier ist es die 7. Kommt diese bisher gar nicht vor
kann auch hier eine Umbenennung vorgenommen werden. Dann

]
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werden alle Reihen, die bereits mindestens eine geflllite Zelle
enthalten benannt mit s1 ... sr wobei das ausgewéahlte Symbol n in
Reihe s1 liegen soll. Dann werden diese Reihen auf eine bestimmte
Weise angeordnet, woflr wieder die Variablen fi eine Roll Spielen.
Die Reihe s1 wird in fite Zeile geschoben. Jede weitere Reihe si wird
in die Zeile 1 + f1 + .. + fi gelegt. Im Anschluss daran werden alle
Zellen jeweils so weit nach links geschoben, wie es unter Einhaltung
der Regeln, die in lateinischen Quadraten gelten moglich ist. Wichtig
ist hierbei, dass das ausgewdahlte Symbol, dass am weitesten rechts
liegende innerhalb seiner Reihe ist. Dann liegt es genau auf einer der
Diagonalen des Quadrates.

4]

wt

b2

w

=

5(6 1423
.. . . . 1123|654
AulRRer dem ausgewahlten Symbol auf der Diagonalen befinden sich Tals15T: 1
weder auf noch rechts von dieser keine Symbole mehr. TiTelalals
Nun wird die Diagonale entfernt und die beiden zuriickgebliebenen 215 2 /3 ! |6
Teil-Quadrate werden zusammengefligt. Dadurch entsteht dann ein
lateinisches Quadrat der Ordnung n-1. In diesem sind maximal n-2 el
Zellen gefillt, da eine der gefiillten Zellen mit entfernt wurde. Das |2 374 1|6 57
sind genau die Eigenschaften, die fur das Benutzen der |5 6|1 4|2 3
Induktionsvoraussetzung erforderlich sind. Somit kann davon 1]2(3]6|5|4
ausgegangen werden, dass dieses kleinere lateinische Quadrat |6 |4|5|2 |3 |1
gefullt werden kann. Das ist hier im nachsten Schritt auch passiert. 3/ 1]6/5]4]2
41512 |13|1]6
Es bleibt zu klaren, wie man nun von einem lateinischen Quadrat der
Ordnung n-1 zu einem lateinischen Quadrat
der Ordnung n Ubergeht. Daflir sollte die
. . 2(7|4|1,6[5]3 2074111653
rechte freie Spalte zuerst geflllt werden. g =NE . ——
Dadurch  entstinde  ein lateinisches | > %'/ * 2[3 7 il Il A zzrl
Rechteck, welches bekanntermaRen |2 1* ° 1514 . il Il
. . 6|4|5[2|3]1 6145|231
vervollstindigt werden kann. Fir dieses
Auffillen darf selbstverstandlich auch das 116]514}2 51 5 12
. .. 4(5[2(3|1|6 415 23| 1|6
zuvor gestrichene ausgewdahlte Symbol
verwendet werden, sonst wére das Fllen
gar nicht mdglich. Die freie Spalte wird von b
oben bis unten von Reihe 2 bis reihe n | 2| 7|4 1]/6 5|3 RN RN 5 | ©
gefullt. Dazu wird jeweils fur die Reihenk=2 |56 7] 4|2 3|1 506 |7[4]2 31
. n-1 das ausgewahlte und in dieser Reihe | 1| 2|3 7/5 4|6 112 3]7|6]4|5
noch fehlende Symbol in das freie Feld in | 6|4/ 5 2/ 3 1|7 614152 |71 |3
der letzten Spalte gesetzt. Dann wird es mit | 3| 1| 6 5/ 4 2 SR >
dem Symbol, dass sich in der selben Reihe | 4|5/ 2 3|1 6 4523|116
auf der Diagonalen befindet, dem in Zelle
(k,k) also, vertauscht. Wenn das Symbol in
der Spalte n noch nicht vorkommt, ist die 2|74/ 113|5|6 2|7|4|1 3|56
Aktion beendet und es wird zur nachsten |s5|6| 7|4 2|31 5)16|7|4[2|3)1
Reihe ubergegangen. Die Spalte der neu |i|2(3 7 6|45 112)/3]7]6/4]5
besetzten Zelle auf der Diagonalen wird dann 6| 4|52 7|13 6|4/5]2f7 1|3
in diesem Prozess nicht mehr angeriihrt, |[3]1]6/5]4|2]7 3|1]6]5[4|7]2
ebenso wie alle Zellen unterhalb der |4|5[2|3 1|6 4]5]2|3[1 6
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Diagonalen. Das sind im Beispiel die grau hinterlegten Zellen. Wenn

allerdings ein Konflikt in der rechtesten Spalte auftritt, muss eine 7]3)11614/214
Ausweichmoglichkeit gefunden werden. Dafir wird nach dem ersten 2|7]4)1)3]5]6
Tausch, der trotz Konflikt durchgefiihrt wird, das Symbol, dass den | ? 16| 7| 4|2 |3

Konflikt herbei fiihrt in seiner Reihe mit dem Symbol in der Zelle der | ' |2 [3 |76 4|5
aktuellen Spalte k vertauscht. Dieser Vorgang wird so oft wiederholt, |6 4|52 |7 1|3
bis kein Konflikt mehr besteht. Bei der letzten Reihe angekommen, |3 |1 6|54 7|2
kann die einzige freie Zelle einfach mit dem ausgewéhlten Symbol |45 /2 3|1 6|7
besetzt werden. Danach ist nur noch die Vervollstandigung des L .

lateinischen Rechtecks zu einem lateinischen  Quadrat
durchzufuihren. Bevor der Beweis akzeptiert werden kann, muss
noch geklart werden, ob die Tauschaktionen im Konfliktfall auch
immer durchgefuhrt werden kénnen.

Um dieses Problem naher zu betrachten, wird ein Graf erzeugt, der
die Situation abbildet. Die Zellen der rechtesten Spalte und der im
Konfliktfall betroffenen Spalte werden als Ecken dargestellt. Die
mogliche Tauschverbindung zwischen den beiden Zellen dieser
Spalten, die in der selben Reihe liegen werden durch gestrichelte
Kanten dargestellt und Zellen mit gleichen Symbolen durch
durchgezogene Kanten dargestellt. Hier ist einmal die beim
Fullvorgang aufgetretene Situation beispielhaft dargestellt. Das Problem kann als l6sbar
betrachtet werden, wenn in diesem Graph ein Weg gefunden werden kann, der bei dem
ersten eingesetzten Symbol (n) beginnt und irgendwann zu einem Endpunkt fuhrt, also zu
einer Ecke, von der aus kein Weg weg fuhrt. Eine solche Ecke fihrt keinen Konflikt mehr
herbei, da keine andere Ecke das selbe Symbol tragt wie sie. Da in den betrachteten Reihen,
das Symbol n immer nur in der rechten Reihe vorkommt, da alle anderen auf der Diagonalen
liegen bleiben, welche nur in der untersten betrachteten Reihe vorkommt, muss in der linken
Spalte mindestens ein Symbol existieren, dass in der rechten Spalte nicht vorkommt.
Schliel3lich kann jedes Symbol nur einmal pro Spalte auftauchen. Der Weg wird aus der
Ausgangssituation heraus betrachtet. die Konfliktsymbole liegen zu diesem Zeitpunkt also
auch noch in unterschiedlichen Spalten.

Mit dieser Erkenntnis ist der Beweis komplett. Je nach Wunsch kénnen gegebenenfalls
umbenannte Symbole wieder umbenannt werden. AuRerdem koénnen die Reihen und
Spalten Vertauschungen vom Begin riickgangig gemacht werden.

Mit der Vervollstdndigung dieses Teilbeweises kann der komplette Beweis als vollstandig
betrachtet werden. Es wurde gezeigt, dass jedes lateinische Quadrat der Ordnung n, in dem
maximal n-1 Zellen geflllt sind, zu einem vollstdndigen lateinischen Quadrat der Ordnung n
erganzt werden kann.
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