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1 Einleitung

1.1 Anwendungsfalle

Es gibt zahlreiche praktische und 6konomische Anwendungen fir ganzzah-
lige lineare Optimierung (GLP). Dazu gehoren die Bereiche:

Produktionsplanung

Tourenplanung

Planung von Telekommunikationsnetzen

Personalplanung
Typische Fragestellungen aus diesen Bereichen sind:

e Welches Produktionsprogramm liefert einen maximalen Deckungsbei-
trag unter gegebenen Restriktionen?

e Welche Route ist optimal?

¢ Wie kann ein Kommunikationsnetz zu minimalen Kosten dimensioniert
werden?

e Wieviele Personen miissen mindestens beschaftigt werden, um die Re-
striktionen bzgl. Arbeitszeiten erftillen zu kénnen.

Bei GLP handelt es sich um eines der Probleme, tiber die erst durch die Ent-
wicklung von Grofirechnern in grofierem Mafstab nachgedacht wurde. Die
Basisalgorithmen stammen daher auch aus den 1950er und 1960er Jahren.

1.2 steigende Praxisrelevanz

Lineare Programmierung ist von steigender Bedeutung, weil der globale Wett-
bewerbsdruck immer mehr zunimmt. Es wird immer wichtiger Ressourcen
effizient zu nutzen, um Ressourcenverschwendung zu minimieren. Aufler-
dem sind die Probleme die gelost werden miissen oftmals mit Ganzzahlig-
keitsbedigungen versehen. Beispiele:

e Die Stiickzahl von herzustellenden Produkten ist ganzzahlig
e Ein LKW/Bus fahrt oder nicht

e Maschinenkapazititen werden geschaffen oder nicht



Auch Probleme der theoretischen Informatik kénnen mit GLP gelést werden.
Dazu gehoéren das Rucksackproblem, das Travelling Salesman Problem (TSP)
und das Erfiillbarkeitsproblem.

Das Rucksackproblem beschreibt ein Problem der Kombinatorik, bei dem es
gilt einen begrenzten Platz in einem Rucksack mit Gegenstanden mit unter-
schiedlichem Platzbedarf und Gebrauchsnutzen maximal zu fiillen.

Das TSP besteht darin, die kiirzeste Route in einem Graph zu finden bei dem
jeder Knoten nur genau ein mal besucht wird.

Das Erfullbarkeitsproblem besteht darin herauszufinden, ob eine aussagen-
logische Formel eine gultige Belegung hat. (Eine guiltige Belegung macht den
Ausdruck wahr).

Bekanntlich ist das TSP und das Erfullbarkeitsproblem NP-Vollstandig. NP-
Vollstandigkeit bedeutet, dass kein Algorithmus bekannt ist, der Probleme
dieser Art in polynomieller Zeit 16sen kann. Es wird allgemein angenommen,
dass ein solcher Algorithmus nicht gefunden werden kann, also die Men-
ge der in polynomieller Zeit 16sbaren Probleme ungleich der Menge der NP-
Vollstandigen Probleme ist.

Diese Probleme haben also im allgemeinen eine Exponentielle Laufzeit. Man
kann also nicht davon ausgehen grofie Probleme in verniinftiger Zeit optimal
zu 16sen. Daher werden oftmals Heuristiken eingesetzt, die eine giiltige aber
nicht unbedingt optimale Problemlésung liefern. Es ist moéglich abzuschat-
zen wie weit die Losung vom Optimum entfernt ist (die optimale Losung der
Zielfunktion des LP kann nie tibertroffen werden).

In der Praxis werden lineare Programme mit mehreren 10000 Variablen und
Restriktionsgleichungen problemlos optimal geldst. Dies ist nicht fiir alle
ganzzahligen Probleme moglich und ob es ohne Heuristiken moglich ist oder
nicht kann nicht eindeutig abgeschatzt werden.

Zum Beispiel wird in einem Artikel ! die Losung eines kombinatorischen li-
nearen Problems mit 1000 Variablen in zwei Sekunden beschrieben, was die
Autoren uberraschte.

2 Algorithmen

2.1 Begriffe und Grundlagen
Nun einige einftihrende Definitionen und Beispiele

Definition 1. Die Ganzzahligkeitsbedingungen eines GLP wegzulassen und
es als LP zu l6sen nennt man Relaxierung oder Relaxation.

Definition 2. Gemischt ganzzahlige lineare Programme enthalten auch Va-
riablen ohne Ganzzahligkeitsbedingung
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Definition 3. Binare lineare Programme (BLP) enthalten nur Variablen mit
den Werten Null oder Eins

Definition 4. Ein GLP ist ein Problem folgender Art: max; min {¢’z|Az <;> b,z > 0,2 € Z"}

Beispiel. max {zo = 2x; + bxy}
21}1 — X9 S 9
2$1 + 8$2 S 31
X1X2 € N

2.2 Betrachtungen zur Komplexitit von GLP

Man koénnte zunachst auf die Idee kommen, dass der Forderung nach Ganz-
zahligkeit durch Runden entsprochen werden konnte. Dies ist nicht der Fall.
Die diskrete Optimallésung kann beliebig weit von der linearen entfernt sein.
Das Problem kann auch keine diskrete Losung haben. Folgende Abbildung
zeigt anschaulich im zweidimensionalen, warum dies so ist:
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Der Punkt X* ist LP optimal. Ihn zu runden ergibt einen Wert der nicht zur
Losungsmenge des GLP gehort. Es ist auch nicht der Fall, dass alle Losungs-
werte des GLP im Fall einer Minimierung grofser/gleich der Losungswerte der
LP sein mussen.



Die Machtigkeit der GLP kann am Beispiel des NP-Vollstandigen Erfullbar-
keitsproblems, relativ leicht deutlich gemacht werden. Bei diesem Problem
geht es um die Entscheidung, ob eine aussagenlogische Formel erftillbar ist,
d.h. ob es eine Variablenbelegung gibt, die sie wahr macht.

Dieses Problem kann nach folgendem Vorgehen nachgebildet werden:

1. Eine Formel wird in Konjunktive Normalform (KNF) gebracht und ist
somit eine Konjunktion von Disjunktionen der Form: A; /(=) X
Beispielformel:(AV B) A (=B V C'V D)

2. Jede Disjunktion wird zu einer Restriktion mit Beschrankung >=1. Jede
darin Vorkommende Variable wird an ihre Stelle im Tableau tibertragen
und wenn sie negiert ist von 1 subtrahiert. Beispiel:

Klausel Zwei fiihrt zu einer Restriktion:
0*X1+(1-X2)+X3+X4 >=1

3. Die Zielfunktion besteht aus der Menge aller Variablen die minimiert
oder maximiert werden kann und einen Zielwert >= der Anzahl der Klau-
seln haben muss.

Fakt. Jede Formel kann in KNF gebracht werden und hat genau eine Darstel-
lung dieser Art.

Also kann jede Aussagenlogische Formel mit diesem Verfahren auf Gultig-
keit gepruft werden. Somit gehoért GLP ebenfalls zur Komplexitatsklasse der
NP-Vollstandigen Problemen.

2.3 Exakte Verfahren

Es gibt zwei Grundideen zur exakten Losung von GLP. Das Branch and
Bound Verfahren und Schnittebenenverfahren. Diese stammen aus der An-
fangszeit der linearen Optimierung und bendétigen ein Verfahren zur Losung
von linearen Problemen welches in der Regel haufig angewendet werden muss
um ein GLP zu lésen. Auch wenn der Simplexalgorithmus keine bewiesene
polynomielle Laufzeit besitzt (wie andere Algorithmen), so ist er doch im Ein-
satz, weil er gut warmstartet - Er findet beim Hinzufligen von weiteren Be-
dingungen zu einem Problem, schnell eine neue Optimallésung.



2.3.1 Branch and Bound Verfahren

Bei dem Branch and Bound Verfahren handelt es sich um ein in rekursives
Verfahren, bei dem ein Entscheidungsbaum aufgebaut wird, der es ermog-
licht TeilbAume nicht zu betrachten, weil dort keine besseren Losungen vor-
kommen koénnen als eine die schon gefunden wurde . Es stammt aus den
1950/1960er Jahren.

Der Algorithmus lauft folgendermafien:

e Losen der Relaxation. Wenn die Variablen ganzzahlig sind, sind wir fer-
tig.
- Zerlegen des Problems in Teilmengen (Branches), die optimale Lo6-
sungen enthalten kénnen oder nicht
- Berechnung von oberen/unteren Schranken (Bound)

- eine Auswahlregel zur Wahl der nédchsten betrachteten Branches
(LIFO oder best bound)

- Losung mit dem Branch and Bound Verfahren

Ein Illustriertes Beispiel findet sich im Abschnitt 3.

2.3.2 Schnittebenenverfahren

Es handelt sich um Verfahren, bei dem zusétzliche Restriktionen eingefuihrt
werden, die den Losungsbereich so lange einschranken bis alle Variablen
ganzzahlig sind oder keine weiteren Schnitte moglich sind und ein Branch
and Bound Prozess gestartet wird. Die Idee dazu stammt ebenfalls aus den
1950/1960er Jahren.

Der Algorithmus lauft folgendermafien:

e Losen der Relaxation. Wenn die Variablen ganzzahlig sind, sind wir fer-
tig.
- solange nicht alle Variablen ganzzahlig:

x Einfihrung von zusatzlichen Bedingung(en) (Cut), die keine po-
tentiell zulassigen Losungen eliminieren, aber zumindest das
vorherrige nicht ganzzahlige Optimum eleminieren.

* Erneute Losung



Decreasing cost

x*=ol

(a) (b) (c)

In Schritt a wurde das Problem Beispielsweise per Simplexverfahren gelost
und x* ermittelt. Da die Variablen nicht alle ganzzahlig waren wurde ein Cut
eingefiihrt und erneut per Simplexverfahren gelost und ein neues x* gefun-
den (Schritt b). Es wird ein weiterer Schnitt eingeftihrt und das Problem ein
weiteres Mal gelost (c). Nun sind alle Variablen ganzzahlig und somit die op-
timale Losung gefunden.

Die Frage wie ein Schnitt (oder ob sogar mehrere) vor erneuter Losung mit-
tels Simplex eingeftihrt werden ist vom konkreten Verfahren abhangig.

Ein gangiges Verfahren ist der Gomory Cut. Es war das erste Verfahren ftir
das gezeigt werden konnte, dass es in endlich vielen Schritten eine Losung
fiir ganzzahlige lineare Probleme liefert. Es galt lange als unpraktikabel, da
es zwar endlich viele Schritte benétigt, aber doch viele.

Ein Gomory Cut erfolgt nach folgender Idee:

Fuge eine Schnittgerade hinzu, die durch einen aufSen liegenden ganzzah-
ligen Punkt geht, die keine weiteren ganzzahlig erlaubten Punkte eleminiert.
Damit wird das Optimum des alten Problems im neuen Problem nicht mehr
gelten.

Mathematisch funktioniert dies so:

e Idee: Aufteilung einer Zeile des Tableau in einen ganzzahligen und einen
gebrochenen Teil.

¢ Beispiel fur die Trennung:

- 2,7 ->2und 0,7
- -3,7->-4und 0,3

e fiir den gebrochenen Teil gilt: ) fi; x x; > fio

e Es wird zum Tableau folgende Zeile hinzugeftigt:— > f;; xz; +s = —fio



i steht fur die Zeile, f fir den gebrochenen Teil der Faktoren von den Varia-
blen x

Ausschnitt aus einem Tableau:
Kl | K2 S8 RS

K1| 1 [1/5][-1/20]3,5]|
1*K1 + 1/5*K2 - 1/20*S8 = 3,5

zusatzliche Schnittbedingung also:

-1/5*K2 - 19/20*S8 + C1 = -0,5

Es ergibt sich ein neues Tableau mit einer Zeile und einer Spalte mehr
| |K1| K2 | S8 |[Cl]| RS |

Ki1|1]1/5 | -1/20 | O | 3,5
Cl1| 0 |-1/5|-19/20| 1 |-0.5
In der neuen Zeile ist C1 als Schlupfvariable eingefiihrt worden, darum ist
ihr Wert 1. Dies Problem wird erneut per Simplex gelost.

2.3.3 Branch and Cut Verfahren

Bei dem Branch and Cut verfahren handelt es sich um eine Kombination aus
Branch and Bound und Schnittebenen Verfahren. Es stammt aus den 1980-
1990er Jahren. Vor dem Branch werden Cut Vorgdnge durchgefiihrt, was
sich als sehr effektiv herausgestellt hat. Es ist in unterschiedlichen Varian-
ten State-of-the-Art fiir die Losung von GLP. Es werden mehrere unterschied-
liche Schnittebenenverfahren verwendet, um den Lésungsbereich méglichst
gut vorher einzuschranken.

2.4 Heuristische Verfahren

Heuristische Verfahren werden in diesem Seminar nur kurz erwahnt, aber
nicht weiter behandelt. Sie verzichten auf sichere Optimalitat der Losung,
eine Abschatzung der Losungsqualitit aber moglich. Es handelt sich um
problemspezifische Ansatze, daher sind die Algorithmen nicht generisch. Sie
sind die einzige Moglichkeit, mit Sicherheit bei komplexen GLP-Problemen
schnelle Losungen zu erhalten. Daher sind sie von grofier praktischer Rele-
vanz.



2.5 Bewertung und Einsatz der Algorithmen
2.5.1 Bewertung

Diese Tabelle ist eine eher subjektive Bewertung und die Einstufung ist ins-
besondere fiir Heuristiken eher schwammig.

| Algorithmus | Prozessor | Speicher | Qualitat | Zeit |
Branch and Bound o) - ++ -
Schnittebenen - o) ++ -
Branch and Cut o) o ++ o)
Heuristiken (+) (+) (0) ++

Branch and Bound Verfahren sind Speicherintensiver, weil viele Teilproble-
me im Speicher bleiben miussen. Eine Parallelisierung der Berechnung der
Losung der unabhangiger Teilbaume ist mdoglich.

Schnittebenenverfahren sind weniger speicherintensiv, aber sie lassen sich
allgemein schlechter parallelisieren - Gomory Cuts garnicht. In der Regel
funktionieren Schnittebenenverfahren deutlich weniger gut als Branch and
Bound. Zudem sind neigen sie zu numerischer Instabilitat.

Branch and Cut Verfahren lassen sich ebenfalls parallelisieren.

Die Verbesserungen der Algorithmen &ndern nichts an der NP-Vollstandigkeit
des Problems.

2.5.2 Einsatz

Varianten von Branch and Cut sind State-of-the-Art. Sie kommen auch in
freien Solvern wie GLPK zum Einsatz und verwenden unterschiedliche Schnit-
tebenenverfahren in Verbindung mit Branch and Bound sowie dem Simplex-
verfahren.

GLPK ist einfach konfigurierbar was die eingesetzten Cut und Branchverfah-
ren betrifft. Es ist frei verfigbar und wird zum Beispiel von Sage (einer ma-
thematischen Bibliothek/Pracompiler fir Python) standardméflig verwendet.
Benchmarks zeigen jedoch, dass fur grofie Probleme sind kommerzielle Lo-
sungen wie CPLEX empfehlenswert sind.

3 Beispiele

3.1 Vorstellung
Problemdefinition:

e zu maximierende Funktion: ¢ = x1 + 4*x2

- bx1+8x2<=40
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- -2x1+3x2<=9
- x1,x2>=0 und ganzzahlig

8
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Blaue Linie erste Restriktion: f(x) = (40-8x2)/5
Rote Linie zweite Restriktion: f(x) = (9-3x2)/-2
Grune Linie Zielfunktion fiir ¢ = 30: f(x)= 30-4x2

3.2 Losung per Branch and Bound nach Dakin

Ergebnis der Losung per Simplex ergibt in jedem Schritt :

| Schritt | x1 | x2 |t Restriktionen
1 48/31 125/31 548/31
2 1 11/30-4*x2 47/3 x1<=1
3 1 3 13 x1<=1 ; x2<=3
4 NZL x1<=1 ; x2>=4
5 2 15/4 17 x1>=2
6 16/5 3 76/5 x1>=2 ; x2<=3
7 3 3 15 x1>=2 ; x2<=3 ; x1<=3
8 4 5/2 14 x1>=2 ; x2<=3 ; x1>=4
9 NZL x1>=2 ; x2>=4

In Schritt 8 wird tiber x2 nicht weiter verzweigt, da die Zielfunktion in Bran-

ches nie grofer als 14 werden kann und 15 schon besser war.

Zwischendurch wurde eine mogliche Losung x1=1 , x2=3 bei einem Zielfunk-

tionswert von 13 gefunden.

Das Maximum ist also fiir x1=3 , x2=3 erreicht und hat einen Wert von 15.

Schitt2:
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Schritt 3:

Schritt 4:

Schritt 5:
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Schritt6:

Schritt7:
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Schritt 8:
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Schritt 9:

3 A \F\ “ 75‘:

3.3 Aussagenlogik - Erfiillbarkeit

Wir wollen eine aussagenlogische Formel auf Erfiillbarkeit priifen.
eavb”?~avhb
Problemmodellierung

e Maximiere a + b
—a+b>=1
- (l-a)+b>=1<=>-a+b>=0

- a,b binar

Ergebnis : 2.0 a: 1.0 b: 1.0
Die Formel ist erfiillbar, da das Ergebnis der Anzahl der Klauseln entspricht.
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4 Schlussbemerkungen

Die Losung von diskreten linearen Problemen ist deutlich schwieriger als die
Loésung von linearen Problemen - namlich NP-Schwer. Dennoch wird von In-
formatikern/Praktikern erwartet, Probleme dieser Art zu 16sen. Es ist wichtig
diese Probleme zu erkennen und nicht zu versprechen, dass man sie optimal
16st. Schnell eine gute, korrekte (nicht unbedingt optimale) Losung zu finden,
ist eine interessante Herausforderung.
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