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Von der Aussagenlogik zur Pradikatenlogik

In der Aussagenlogik:

keine Variablen

keine variablenabhangigen
Aussagen

keine Funktionen

keine Operatoren ,fur alle*
oder ,,es gibt“

In der Pradikatenlogik:

Variable
Pradikate

Funktionen

Quantoren
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Pradikatenlogik

 Variable

In eine Variable durfen beliebige Elemente eingesetzt werden.
Konnten nicht die Literale in der Aussagenlogik als Variable aufgefasst werden ?

Was ist bei Literalen in der Aussagenlogik anders ?

 Pradikate

Ein Pradikat ist eine Aussage, die von anderen Werten abhangt.

Die Anzahl der Werte, von denen ein Pradikat abhangt, ist
fur jedes Pradikat eine beliebige, aber feste Zahl.

Ein Pradikat, das von k Werten abhangt, heif}t k-stellig.
Kurzform: P (x,, x,, ..., x,)

Ein Pradikat ist eine Funktion mit beliebigem aber vorgegebenen
Definitionsbereich und einer zweiwertiger Zieimenge {w,f}.



Pradikatenlogik

 Beispiele zu Pradikaten:

1. Zwei Personen sind miteinander verheiratet

2. Eine Person liebt eine andere

3. Eine Person besucht die Vorlesung Diskrete Mathematik
4. Eine Person besucht eine beliebige Vorlesung

5. Ein Ort liegt zwischen zwei anderen



Pradikatenlogik

* Funktionen

Eine Funktion ist eine Zuordnung, die einer Menge von
Werten einen neuen Wert eindeutig zuordnet.
Kurzform: £(x,, x,, ..., x)) =y

Eine Funktion, die von k Werten abhangt, heift k-stellig.

Unterschied zu Pradikaten:

 Die Zielmenge ist beliebig.

* Funktionen dienen der Transformation von Argumenten.
Die Funktionswerte werden als Argumente in Pradikate eingesetzt.



Pradikatenlogik

 Beispiele zu Funktionen und ihrer Verwendung in Pradikaten:

1. Die Farbe des Autos ist grin.
2. Die Klausurnote eines Stipendiaten ist besser als 2.

3. Das Alter von Linda ist mindestens 18.



Pradikatenlogik

Quantoren

fur Aussageformen, die nur von x abhangen:

Der Existenzquantor 3x (...) beschreibt die Aussage, dass es
(mindestens) einen Wert fur x gibt, der die dahinter stehende
Aussageform in x zu einer wahren Aussage macht.

Der Allquantor Vx (...) beschreibt die Aussage, dass
jeder Wert fur x die dahinter stehende Aussageform in x

zu einer wahren Aussage macht.

Die Definitionsbereiche flr die Variablen durfen eingeschrankt

werden: ) . . . .
Fur den Existenzquantor ist das eine Verscharfung,

far den Allquantor eine Abschwéachung der Aussage.

fur Aussageformen, die von weiteren Variablen abhangen:

Existenzquantor 3x (...) und Allguantor Vx (...)
beschreiben Aussageformen, die nur noch von den restlichen
Variablen abhangen, da uber x die Aussage bereits gemacht ist.



Pradikatenlogische Formeln

Eine pradikatenlogische Formel 1. Stufe ist eine Verknupfung von
endlich vielen Variablen, Funktionen und Pradikaten mit
aussagenlogischen Operatoren oder Quantoren,

die sich nur auf Variable beziehen.

Bsp.: VX (R(y, 2) A 3y (=P(y, X) v R(Y, 2)) )

Grune Vorkommen von y und z sind frei.
Rote Vorkommen von X, y und z sind gebunden.
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Pradikatenlogische Formeln

 Eine Belegung einer Formel ist eine Zuweisung von
Werten aus festgelegten Definitionsbereichen an die
freien Variablen derart, dass dieselben Variablen immer
denselben Wert erhalten.

 Eine Formel heiBt erfullbar, wenn es eine Belegung gibt derart,
dass die Formel wahr ist.

d.h. kein Algorithmus kann jemals in der Lage sein, von jeder Formel

@ « Das Erflllbarkeitsproblem ist in der Pradikatenlogik nicht entscheidbar,
zu entscheiden, ob sie erfullbar ist oder nicht.

Das pradik he Erfillbarke
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Das Wort Belegung kann noch allgemeiner aufgefasst werden:

 Eine Belegung einer Formel mit abstrakten Pradikats-, Funktions-
und Variablensymbolen ist eine Zuweisung von konkreten
Pradikaten, Funktionen und Werten an die Variablen, die mit den
Definitionen ubereinstimmt. LInterpretation®, , Modell*
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Pradikatenlogik

Beschreibung der semantischen Eigenschaft einer Formel
F(x, %, ..., x,) Mitpradikatenlogischen Mitteln:

F ist erfullbar:

J %, Xp, ..., X (F(x%,, X5, ..., %) o T)

F ist widerspruchlich:
V %, %,, ..., X (F(x%,, X5, ..., X)) o 1)

F ist gultig (Tautologie):

VX1, X2, e o o g Xk (F(Xl, X2, e o o g Xk) HT)

F ist widerlegbar:
1 %, %x,, ..., X (F(x;, X,, ..., %) o 1)

Was fallt auf ?



Pradikatenlogik

,Rechenregeln” fur die Quantoren:

vx (F(x)) © 3x (7F(x))
=3dx (F(x)) © Vx (7F(x))

Verallgemeinerung von deMorgan

vx vy (F(x,y)) © Vy vx (F(x,y))
Ix 3y (F(x,y)) & 3y 3Ix (F(x,y))

Vertauschung gleicher Quantoren

Was gilt bei der Vertauschung verschiedener Quantoren ? (<,=>,<,<)

Ix Vy (F(x,y)) vy 3x (F(x,y))

3y Vx (F(x,y)) vx 3y (F(x,y))



Pradikatenlogik

,Rechenregeln” fur die Quantoren:

Was gilt bei Hineinziehen von Quantoren in A oder v ? (©,2,<,%)

vx (F(x)) v vx (G(x)) vx (F(x) v G(x))
vx (F(x)) A Vx (G(x)) vx (F(x) A G(x))
Ix (F(x)) v dx (G(x)) Ix (F(x) v G(x))

Ix (F(x)) A 3x (G(x)) Ix (F(x) A G(x))



Pradikatenlogik

Ubersetzung Umgangssprache in priadikatenlogische Formeln

Umgangssprache Formel
Hochstens Objekte x mit Eigenschaft E haben Eigenschaft F. vx F(x) - E(x)
Hochstens x hat die Eigenschaft F. vy F(y) - y=x
Genau die Objekte x mit Eigenschaft E haben Eigenschaft F. vx F(x) & E(x)
Nur x hat die Eigenschaft F. vy F(y) © y=x
Alle Objekte x mit Eigenschaft E haben Eigenschaft F. vx E(x) - F(x)
Alle Objekte haben die Eigenschaft F. vx F(x)

Kein Objekt x mit Eigenschaft E hat Eigenschaft F. vx E(x) - = F(x)
Kein Objekt hat die Eigenschaft F. vx = F(x)
Einige Objekte x mit Eigenschaft E haben Eigenschaft F. 3 x E(x) A F(x)
Objekte x mit Eigenschaft E haben Eigenschaft F. vx E(x) - F(x)

Objekte x mit Eigenschaft E sind die Objekte mit Eigenschaft F. vx E(x) & F(x)



Pradikatenlogik

Ubersetzung Umgangssprache in priadikatenlogische Formeln

Umgangssprache Formel
Fur alle Objekte x, fur die es ein n gibt mit P(x,n), gibt es ein m mit Q(x,m) Vx ¥n 3 m P(x,n) > Q(x,m)
Warnung!

VX Vn V m P(x,n) - Q(x,m)

vx 3 n 3 m P(x,n) - Q(x,m)

Beispiel:

ist eine starkere Aussage:
Jetzt musste Q(x,m) fuir alle m gelten, wenn es fiur x ein n, gibt mit P(x,n).

ist eine schwachere Aussage:

Jetzt musste Q(x,m) fiir kein m gelten, selbst wenn es fir x ein n, gibt
mit P(x,n,): Denn man konnte in P(x,n) einfach ein n, # n, einsetzen mit
P(x,n) =L, und dann muss Q(x,m) niemals wahr sein.

Alle Leute, die verheiratet sind, haben einen Trauzeugen.



Pradikatenlogik

Arithmetische Vergleichspradikate:

Prafix-Notation Infix-Notation Postfix-Notation

(Standard in Pradikatenlogik) (Standard in Arithmetik) (Standard auf alten
Taschenrechnern ohne
Klammern)

lessThan (x,y) x <y x, vy, <

equal (x,y) X =Yy X, Vv, =

Mit diesen beiden Pradikaten lassen sich alle anderen
Vergleichspradikate bilden:

X Sy X 2y X ¥y X >y
Wie drickt man mit diesen Pradikaten aus, dass eine Zahl x zwischen y und z liegt ?

Bsp.: Dricke folgenden Sachverhalt mit maximal zweistelligen Pradikaten und
maximal zweistelligen Funktionen aus:

(2 < x<4) N(OLKy<®6)Alx+y>7) AN(x - y < 10)



Pradikatenlogik

Arithmetische Vergleichspradikate:

Bilde das Gegenteil von:

1) (x>0) V ((y+x)<0)



Pradikatenlogik

Was bedeuten eingeschrankte Definitionsbereiche fur Quantoren ?

V yeD (P(y)) IistKurzschreibweisevon: V y (y€D - P(y))
©Vy (y¢D V P(y))
1 yeD (P(y)) istKurzschreibweisevon: 3 y (y€D AP(y))

Daher gilt fur die Negation:

-(V y€D (P(y))) © =(V y (yéD V P(y))) © 3y (YyeED A =P(y))
& 3 yeD (-P(y))

= (3 y€D (P(y))) & =(3 y (YED AP(y))) ©V y (y¢D V =P(y))
& V yeD (=P (y))

= Eingeschrankte Definitionsbereiche fur Quantoren werden bei
Negationen nicht ebenfalls negiert !



Pradikatenlogik

Anwendung auf Aufgabe von vorhin:

Bilde das Gegenteil von:  Vy<0 ((x>0) V ((y+x)<0))

Losung:
Vy<0 ((x>0) V ((y+x)=<0))

Ist Kurzschreibweise von: Vy (= (y<0) V ((x>0)V ((y+x)=<0)))
,Gegenteil“ soll heil3en: Negation der oben angegebenen Formel

= Vy (=(y<0) V ((x>0)V((y+x)=<0)))
& dy ((y<0) A (x<0) A ((y+x)>0)))
& Jy<0 ((x<0) A ((y+x)>0)))
< 1 fuar alle x

Also ist die Negation ein Widerspruch

Was folgt dann fur die ursprungliche Formel ?



Pradikatenlogik
Achtung: Unterscheide, wo die Negation steht:

Aussagen fur negierte Formeln: (F(x) - T) © (-F(x) - 1)
(qgilt ftr beliebige x)

Damit gilt: F (x) ist Tautologie & —F (x) ist Widerspruch
F (x) ist erfullbar & —F (x) ist widerlegbar

Also ist die Formel F(x) © Vy<0 ((x>0) V ((y+x)=<0)) eine Tautologie,
da =F(x) & = (Vy<0 ((x>0) V ((y+x)=0))) ein Widerspruch ist.

Negierte Aussagen fur dieselbe Formel F (x):

F (x) ist Tautologie 2= F (x) ist nicht widerlegbar
F (x) ist widerlegbar = F (x) ist nicht Tautologie
F (x) ist erfullbar 2= F (x) ist nicht widerspruchlich

F (x) ist widerspruchlich < F (x) Ist nicht erfullbar

Unterscheide: F (x) ist nicht widerlegbar # —F (x) ist widerlegbar



