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Algorithmik 2

2.1 Das Auswahlproblem (Order Statistics)
SELECT (k,A): Element

Gesucht wird das k-te Element eines n-elementigen unsortierten Arrays A, also das
Element x € A mit der Eigenschaft, dass k Elemente aus A kleiner oder gleich sind.

Einfache LOsungen

1. Sortiere alles und bestimme dann das k-te Element. Laufzeit O(n log n)
w.c. und a.c.
2. kK=1oderk=n: Laufzeit ©(n) w.c. und a.c.

Einfacher Durchlauf mit Merken des Minimums bzw. Maximums

Referenzen zum Nacharbeiten und Vertiefen:
Alt, S. 23

Cormen, Kap. 9.1



Algorithmik 2

2.1 Das Auswahlproblem (Order Statistics)
SELECT (k,A): Element

Gesucht wird das k-te Element eines n-elementigen unsortierten Arrays A, also das
Element x € A mit der Eigenschaft, dass k Elemente aus A kleiner oder gleich sind.

Randomisierter Algorithmus  Laufzeit ©(n?) w.c., ©(n) a.c.

Falls A aus weniger als ¢ Elementen besteht (c beliebige Konstante), dann bestimme
das k-te Element direkt mit einfacher Methode.
Anderenfalls:

1. Wahle zufallig eine Position j aus {1,...,n} und bestimme Element a = A[j].

2. Vertausche die Elemente aus A mit Quicksort-Partition derart, dass a an der richtigen
Position steht und alle kleineren links von a und alle gro3eren rechts von a.
Teile das Array A in drei hintereinanderliegende Teile A_, A_ und A, auf.

3. |A<ks|A]+|A]|=>retuna
k <| A, =>return SELECT (k, A.)
k>| A+ | A, =>return SELECT (k - (| A+ AZ]), A,)

Referenzen zum Nacharbeiten und Vertiefen:
Alt, S. 23 — 26 Cormen, Kap. 9.2



Algorithmik 2

2.1 Das Auswahlproblem (Order Statistics)
SELECT (k,A): Element

Gesucht wird das k-te Element eines n-elementigen unsortierten Arrays A, also das
Element x € A mit der Eigenschaft, dass k Elemente aus A kleiner oder gleich sind.

Deterministischer Algorithmus  Laufzeit ©(n) w.c. und a.c.

Falls A aus weniger als ¢ Elementen besteht (c beliebige Konstante), dann bestimme
das k-te Element direkt mit einfacher Methode.
Anderenfalls:

1. Teile Ain 'n/51 Teilfolgen der Lange 5 auf.

2. Sortiere jede Teilfolge i und bestimme dann den Median a..

3. Bestimme den Median a der Mediane durch SELECT(I'n/101,{a,,....a 151 })
4

Vertausche die Elemente aus A mit Quicksort-Partition derart, dass x an der richtigen
Position steht und alle kleineren links von x und alle grof3eren rechts von x.
Teile das Array A in drei hintereinanderliegende Teile A_, A_ und A, auf.

5. |A<ks=s]|A]+]|A=>returna
k<| A/ =>return SELECT (k, A.)
k>| A, +|A.| =>return SELECT (k - (| A|+| A]), A.)

Referenzen zum Nacharbeiten und Vertiefen: Alt, S. 27 — 29 Cormen, Kap. 9.3
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2.2 Suchen in Sortierten Feldern
SELECT (a,A,left,right): Element

Gesucht wird der Index des Elements a in einem n-elementigen sortierten Array A[1..n]
zwischen den Positionen left und right. Falls a ¢ A, dann wird 0 zuruckgegeben.

Vorteil gegenuber dynamischen Datenstrukturen (Kap. 3): weniger Speicherplatz

1. Binarsuche Laufzeit ©(log n) w.c. und a.c.
2. Interpolationssuche Laufzeit ©(n) w.c. und O(log(log n)) a.c.
3. Quadratische Binarsuche Laufzeit ©(n°>) w.c. und ©(log(log n)) a.c.

Referenzen zum Nacharbeiten und Vertiefen:
Alt, S. 30 — 35
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2.3 Sortieren in endlichen Universen

Countingsort (fur n Daten mit k verschiedenen Werten)

Einfache Variante (Alt) und Variante fur komplexe Daten (Cormen),
Laufzeit ©(n+k), stabil, d.h. erhalt bei Gleichheit der Daten die Eingabereihenfolge
Verwendung: fur alle Daten mit diskretem linear geordneten Vergleichsschlussel

Bucketsort (fur n Daten, deren Werte beschrankt sind)

Im Original nur fur Real-Zahlen aus [0,1) (Cormen), kann aber fur beliebige
Universen U verwendet werden, die eine in konstanter Zeit auswertbare Funktion
f. U ->{1,... k} besitzen, die ordnungserhaltend ist: f(x) < f(y) & x <.

Laufzeitentscheidend ist das Sortieren der Buckets, also O(n log n) w.c., fur k € O(n)
im Durchschnitt ©(n), selbst wenn das Bucket-Sortieren mit O(n?)-Algorithmus
vorgenommen wird, Beweis in Cormen (Folgefolien)

Falls die Daten nur k verschiedene Werte annehmen konnen, gelingt mit k Buckets
eine Laufzeit @(n+k) w.c., wobei der Algorithmus stabil implementiert werden kann.

Referenzen zum Nacharbeiten und Vertiefen:
Alt, S. 21 - 22,
Cormen, Kap. 8
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ganzen Zahlen innerhalb eines schmalen Bereichs besteht, geht Bucketsort davon aus,
dass die Eingabesequenz durch einen zufilligen Prozess erzeugt wird, der die Elemente
gleichméflig und unabhéngig voneinander iiber das Intervall [0,1) verteilt. (Eine Defi-
nition der gleichmiifligen Verteilung finden Sie in Abschnitt C.2.)

Die Idee von Bucketsort besteht darin, das Intervall [0,1) in n gleichgroBe Teilintervalle
oder Buckets aufzuteilen und dann die n Eingabewerte auf die Buckets zu verteilen.
Da die Eingaben tiber [0,1) gleichmiiBig und unabhingig voneinander verteilt sind,
erwarten wir nicht, dass viele Zahlen auf das gleiche Bucket entfallen. Um die Ausgabe
zu erzeugen, sortieren wir einfach die Zahlen innerhalb jedes Buckets, gehen dann der
Reihe nach durch jedes Bucket und listen alle Elemente auf, :

\DDO-I‘O\UIALA)N'—O

Unser Code fiir Bucketsort setzt voraus, dass die Fingabe ein Feld A der Linge n ist
und dass jedes Feldelement A[i] die Bedingung 0 < A[i] < 1 erfiillt. Der Code erfordert
ein Hilfsfeld B[0..n — 1] von verketteten Listen (Buckets) und setzt voraus, dass es
einen Mechanismus fiir die Verwaltung solcher Listen gibt. (Abschnitt 10.2 beschreibt
wie die grundlegenden Operationen mit verketteten Listen zu implementieren sind.)

ldung 8.4: Die Arbeilsweise von Bucketsort. (a) Das Eingabefeld A[1..10]. (b) Das Feld
). 9] c_ier sortierten Listen (Buckets) nach Ausfihrung der Zeile 5 des Algorithmus. Bucket 1
hdlt die Werte aus dem halboffenen Intervall [¢/10, (i+1}/10). Die sortierte Ausgabe besteht

BUCKET-SORT(A) . N
iner Verkniipfung der Listen B[0)], B[1],..., B[9].

n «— linge[A]
2 fori—1ton

[y

3 do fiige A[i] in die Liste B[[nA[i}]] ein n wir auf beiden Seiten den Erwartungswert und nuizen wir dessen Linearit4t aus
4 fori—0ton—1 rhalten wir ’
5 do sortiere die Liste B[] durch Sortieren durch Einfiigen f el
6 verbinde die Listen B[0], B[1],..., B[n —1] E [T'(n)] =E [S(n) + Z O(”?)J

=0

Abbildung 8.4 zeigt, wie Bucketsort auf einem Eingabefeld aus 10 Zahlen arbeitet.

Um zu verstehen, dass dieser Algorithmus korrekt arbeitet, betrachten wir zwei Ele-
mente Af:] und A[j]. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Afi] < Alj]
an. Wegen [nAfi]] < [nAlj]] wird A[i] entweder in das gleiche Bucket wie A[j] odsr
in ein Bucket mit kleinerem Index eingefiigt. Falls die Elemente A[5] und A[j] in das
gleiche Bucket eingefiigt wurden, dann muss sie die for-Schleife in den Zeilen 4-5 in
die richtige Reihenfolge bringen. Falls A[¢] und A[j] in verschiedene Buckets eingefiigt
werden, dann werden sie in Zeile 6 in die richtige Reihenfolge gebracht. Daher arbeitet,
Bucketsort korrekt,

n-—1 )
-0 2 {wegen der Linearitst des
n) + ; B[0(})] Erwartungswertes)

n—1 :
=0(n)+ > O(E[n?]) (nach Gleichung {C.21)) . (8.1}
=0

éhaupten, dass

Enf]=2-1/n E (8.2)

0,1,....n — 1 gilt. Es iiberrascht nicht, dass jedes Bucket i fir E [nz] den
n Wert hat, denn jeder Wert des Eingabefeldes A hat fiir jedes Bucket die zgleiche
cheinlichkeit, in dieses eingefiigt zu werden. Um Gleichung (8.2} zu beweisen
ren wir die Indikatorfunktionen ,

Xij = I{A[j] wird in Bucket ¢ eingefiigt }
0,1,...,n—1und j = 1,2,...,n. Damit gilt

7t
n; = E Xij .
i=1

Um die Launfzeit zu analysieren, stellen wir zunsichst fest, dass alle Zeilen auBer Zeile 5]
im schlechtesten Fall die Zeit O(n) ben&tigen. Wir miissen nun nur noch die Zeit be-:
stimmen, die durch die » Aufrufe von Sortieren durch Einfiigen in Zeile 5 verbraucht
wird.

Um die Kosten fiir die Aufrufe von Sortieren durch Einfiigen zu untersuchen, fiihren
wir die Zufallsvariable n; ein, die die Anzahl der Elemente in Bucket Bli] beschreib
Da Sortieren durch Einfiigen in quadratischer Zeit Kiuft (siche Abschnitt 2.2), ist d
Laufzeit von Bucketsort

n—1
T(n) = O(n) + Z O(n?) .

=0



174 8 Sortieren in linearer Zeit Problemstellungen zu Kapitel 8 175

Um E [ ] zZu berechnen multiplizieren wir das Quadrat aus und ordnen die Terme um: womit Gleichung (8.2) bewiesen ist.

Verwenden wir diese Erwartungswerte in Gleichung (8.1), so sehen wir, dass die erwar-
ete Laufzeit von Bucketsort in ©(n) +n-0Q(2 —1/n) = ©(n) ist. Die erwartete Laufzeit
gesamten Bucketsort-Algorithmus ist also linear.

Selbst wenn die Eingabesequenz nicht einer gleichmifiigen Verteilung geniigt, kann
Bucketsort in linearer Zeit laufen. Solange die Eingabe die Eigenschaft hat, dass die
mme der Quadrate der Bucketgrifien linear in der Gesamtanzahl der Elemente ist,
agt uns Gleichung (8.1), dass Bucketsort in linearer Zeit laufen wird.

__1:-‘1 k=1
bungen
=E + Z Z XzJsz A . . .
=t 1<j<n 1<k<n 4-1 Erlgutern Sie analog zu den in Abbildung 8.4 gemachten Ausfithrungen, wie
| e  BUCKET-SORT auf dem Feld A = (.79, .13, .16, .64, .39, .20, .89, .53, .71, .42}
i arbeitet.
= ZE [ij] + Z Z E[X; X - (8.3) .
et 1<54n 1<ken ' 4-2 Was ist die Laufzeit im schlechtesten Fall fiir den Algorithmus Bucketsort?
B kstj Durch welche einfache Anderung am Algorithmus kann die lineare erwartete

. Laufzeit erhalten und die Laufzeit im schlechtesten Fall zu O(nlgn) gemacht

Die letzte Zeile folgt aus der Linearitit des Erwartungswertes. Die beiden Suminen werden?

werten wir separat aus. Die Indikatorfunktion X;; ist mit Wahrscheinlichkeit 1/n glelch
1 und mit Wahrscheinlichkeit 1 — 1/n gleich 0; also gilt

1 1
E[ij]——l-n+0-(1—£)

4-3 Sei X eine Zufallsvariable, die beschreibt, wie hiufig bei zwei Wiirfen einer
fairen Miinze das Ereignis Kopf auftritt. Bestimmen Sie E [X?] und E?[X].

- 4* Gegeben seien n Punkte p; = (;, ;) im Einheitskreis, sodass 0 < 22 +42 <1
fir{=1,2,...,n gilt. Angenommen, die Punkte sind gleichm#Big verteﬂt d.h.
die Wahrschemhchkelt einen Punkt in einem Bereich des Kreises zu finden, ist
proportional zum Flicheninhalt dieses Bereiches. Entwerfen Sie einen Algorith-
mus mit der erwarteten Laufzeit O(n), der die n Punkte nach ihrem Abstand
di = \/z? + y? zum Ursprung sortiert. (Hinweis: Entwerfen Sie die Gréfen der
Buckets so, dass sie die gleichmiflige Verteilung der Punkte im Einheitskreis
widerspiegeln.)

1
.
Fiir k # j sind die Variablen X;; und X;; unabhingig, sodass

E[Xi; Xix] = B [Xy] B [Xa]
1

1
n n
)

4 5+ Eine Verteilungsfunktion P(z) einer Zufallsvariablen X ist definiert durch
P(z} = Pr{X < z}. Angenommen, n Zufallsvariablen X7, Xs,..., X, geniigen
jeweils einer stetigen Verteilungsfunktion P, die in der Zeit O(l} zu berechnen
ist. Zeigen Sie, wie diese Zahlen in linearer erwarteter Zeit berechnet werden
" kinnen.

n2

gilt. Substituieren wir diese beiden Erwartungswerte in Gleichung (8.3), so erhalten wir

Y+ Y ¥ o;

i= 1<5<n 1;.&:{11.

. ” roblemstellung

— R — 1} -

"h +n(n—1) n? 1 Untere Schranken fiir den mitileren Fall bei vergleichenden Sortierver-
—1+27 1 fahren
- ' In dieser Problemstellung beweisen wir eine untere Schranke von Q(nlgn) fiir
— 9 1 - die erwartete Laufzeit jedes deterministischen oder randomisierten vergleichenden
TR - Sortierverfahrens angewendet auf n paarweise verschiedene Eingabeelemente. Wir
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2.3 Sortieren in endlichen Universen

 Radixsort

Zum Sortieren von n Wortern mit beschrankter Wortlange s Uber Alphabet mit k Zeichen.
Laufzeit O(s-(n+k)), benutzt Countingsort (Cormen) oder Bucketsort (Alt) als
Unterprozedur .

Verallgemeinerungsmaoglichkeit auf alles, was sich lexikographisch sortieren lasst, z.B.
Zahlen in logarithmischer Darstellungsweise.

Referenzen zum Nacharbeiten und Vertiefen:
Alt, S. 21 - 22,
Cormen, Kap. 8



