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2.2: Grundlagen und Grenzen der logischen Programmierung



Motivation fur logische Programmierung

Intelligente Lebewesen konnen auch sehr allgemeines Wissen verarbeiten:
Je allgemeiner, desto intelligenter

Allgemeine Verarbeitungsfahigkeiten bendtigen allgemeine
Beschreibungsmaoglichkeiten fur die Daten und Verarbeitungsregeln

Die allgemeinste objektive Beschreibungssprache
ist die Sprache der mathematischen Logik.

Daher arbeiten traditionelle Kl-Verfahren mit logischen
Beschreibungssprachen (logische Programmiersprache).

Probleme:  Aufgaben liegen haufig anders formuliert vor.

« Allgemeinheit geht auf Kosten der Effizienz.




Logische Programmiersprachen

Input:
Spezifikation des Problems mit logischer Beschreibungssprache

Output:
Antwort in logischer Beschreibungssprache

Antiecrh-

AalitArm
autltvlliiatioull.

Generierung des Outputs aus Input

Zur Effizienzverbesserung:
Beeinflussung der Generierung des Outputs aus Input



Wdh.: Aussagenlogische Formeln

 Eine aussagenlogische Formel ist eine Verknipfung von endlich
vielen Literalen mit aussagenlogischen Operatoren.

» Die Literale sind als Variable aufzufassen, die genau einen von
2 Werten annehmen koénnen

« Eine Belegung einer Formel ist eine Zuweisung von
Wahrheitswerten an die Literale derart, dass dieselben
Literale immer denselben Wahrheitswert erhalten.

« Eine Formel heildt erftllbar, wenn es eine Belegung gibt derart,
dass die Formel wahr ist.

» Das Erfullbarkeitsproblem ist in der Aussagenlogik immer I6sbar, da man
alle (endlich vielen) Belegungsmoglichkeiten der Variablen nur
nacheinander auszuprobieren braucht.

» Leider dauert das Losen durch Ausprobieren sehr lange (exponentiell
in der Anzahl der Variablen). Es ist bis heute kein effizienterer

Algorithmus bekannt. Das Problem ist NP-vollstandig !



Wdh.: Pradikatenlogik

Die Pradikatenlogik (1. Stufe) erweitert die Aussagenlogik um
folgende Elemente:

Pradikate

* Aussagen, die von Variablen abhangen
(wenn es von k Variablen abhangt,
dann heil3t das Pradikat k-stellig)

Variable

* entsprechen den Literalen der Aussagenlogik,
konnen aber beliebig viele Werte annehmen

Funktionen

* eindeutige Zuordnungen, die von Variablen abhangen
(wenn sie von k Variablen abhangt,
dann heil3t die Funktion k-stellig)

* 0O-stellige Funktionen sind Konstante

Quantoren
« Existenzquantor (3) und Allquantor (V)

* Quantoren werden nur auf Variablen angewendet (sonst nicht 1. Stufe)



Wdh.: Pradikatenlogische Formeln

Eine pradikatenlogische Formel ist eine Verknlpfung von endlich
vielen Variablen, Funktionen und Pradikaten mit
aussagenlogischen Operatoren oder Quantoren.

Die Quantoren dirfen sich bei Formeln 1. Stufe nur auf Variable
beziehen.

Bsp.: Formel ¢ = Vx ( R(y, z) A 3y (=P(y, x) v R(y, 2)) )

Grune Vorkommen von y und z sind frei.
Rote Vorkommen von X, y und z sind gebunden.

Geschlossene Formeln:
Formeln, die keine freien Variablen enthalten.

Offene Formeln:
Formeln, die keine gebundenen Variablen enthalten.



Wdh.: Pradikatenlogische Formeln

 Eine Belegung einer Formel ist eine Zuweisung von
Werten aus festgelegten Definitionsbereichen an die
freien Variablen derart, dass dieselben Variablen immer
denselben Wert erhalten.

 Eine Formel heildt erftllbar, wenn es eine Belegung gibt derart,
dass die Formel wahr ist.

« Das Erfullbarkeitsproblem ist in der Pradikatenlogik nicht entscheidbar,
d.h. kein Algorithmus kann jemals in der Lage sein, von jeder Formel
zu entscheiden, ob sie erflllbar ist oder nicht.

Das allgemeine Problem ist unlosbar !

Gibt es dennoch einen Ausweg ?
Ja, lose ein spezielleres Problem !
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Logische Programmiersprachen

Prinzip:
Verwendung eines Algorithmus,
der jedes logisch formulierte Problem I§st.

Anm.: Problem muss zu einer
speziellen Klasse gehotren !

Vorteil:
Logisches Programmieren reduziert sich auf das Formulieren des Problems
In einer logischen Beschreibungssprache.

@ « Damit ist der Algorithmenentwurf automatisiert.

@ » Die Losung ist nicht auf das spezielle Problem angepasst, kann also sehr ineffizient sein.

Hilfstechnik zur Beschleunigung des Verfahrens:

= Resolution PVAA(rvog)=>(pVr)

Resolventenbildung

@ « Im ungunstigen Fall bringt das gegenuber Ausprobieren keine Verbesserung.



Logische Programmiersprachen

Aufgabe fir den Interpreter:

_ _ _ _ erst recht nicht [6sbar ftr
Eigentliches Ziel: Konstruktionsaufgabe allgemeine Formeln

Gegeben eine Menge Z von logischen Formeln. Bestimme alle Formeln F, die aus & folgen.

Hilfsziel: Verifikationsaufgabe nicht [6sbar fur allgemeine Formeln

Gegeben eine Menge & von logischen Formeln und eine (neue) logische Formel F.
Bestimme, ob F aus Zfolgt.

Aquivalente Formulierungen zur Verifikationsaufgabe:

1) Gegeben eine Menge % von logischen Formeln und eine (neue) logische Formel F. Bestimme,
ob die Formelmenge {7F} u # widerspruchlich ist.

2) Gegeben eine Menge & von logischen Formeln. Bestimme, ob sie widerspruchlich ist.

entspricht Erfullbarkeitsproblem: nicht |6sbar fur allgemeine Formeln

Moglichkeit zur Vereinfachung des Problems:

Schranke die Klasse der zulassigen Formeln ein!
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Logische Programmiersprachen

Erforderliche Vorverarbeitung (per Hand):
Normierung beliebiger Formeln durch Quantorenelimierung

Definition: Eine Formel ¢ ist in Pranexer Normalform (PNF):
@ =AXx;AX,... Ax,wmitA ist Quantor und g ist quantorenfreie Formel.

Definition: Sei @ =V x4 VX,... VX 3y Wy eine pradikatenlogische Formel.
Dannist @ * =V x, V X, ... V X, @ [y/f(X4,...X,)] die Formel, in der jedes Vorkommen
von y durch f(x,,...Xx,) ersetzt wurde.
¢ * heil’t Skolemisierung von ¢ und f(x,...x,) die zugehorige Skolemfunktion.

Satz: ¢ ist erfullbar & ¢ * ist erfullbar Das ist nicht dasselbe wie Aquivalenz!

Umwandlung von beliebigen pradikatenlogischen Formeln in quantorenfreie Darstellung:
1. Umformung in PNF
z.B. Vx P(x,y) A dy: Q(y) wird zu Vx 3z P(x,y) A Q(z)
2. Eliminierung von Existenzquantoren durch Skolemisierung
z.B. Vx3y: P(x,y) wird zu Vx P(x,f(x))
3. Ersetzung von Allquantoren durch Existenzquantoren mit verallgemeinertem deMorgan
z.B. vx,y: P(x) v Q(x) wird zu = 3 x,y: 7 P(x) A 7 Q(X)

4. Nochmalige Eliminierung der neuen Existenzquantoren durch Skolemisierung



Logische Programmiersprachen

Technik 1: Widerspruchsfindung mittels Resolution
Aufgabe:

Gegeben eine Menge F von quantorenfreien pradikatenlogischen Formeln:
Berechne, ob sie widerspruchlich ist.

Methode;

Aquivalente Formelumformungen: Ziel ist es, die Konstante L herzuleiten.

Resolutionsprinzip:
Generierung einer neuen Formel als Folgerung aus 2 gegebenen Formeln
Prinzip: Finde Literal c, der in den Formeln a v c und b v =c vorkommt.
Dann kann c eleminiert werden: (av c) A (bv 7c) - (aVvb)
Die neue Formel heilt Resolvente der alten Formeln.
Durch eine solche Eliminierung konnen einzelne Literale isoliert werden:
Bsp.: (@avc)ac—a Interpretation: a muss in der Formelsammlung gelten.
Wenn auf diese Weise auch die Negation isoliert wird, ergibt sich ein Widerspruch: Widersp)uch!

Bsp.: (ravd)Ad-na Interpretation: 7a muss in der Formelsammlung gelten.



Logische Programmiersprachen
Technik 2: Reduktion der Termvielfalt mittels Unifikation

Beispiel:

D = {-P (x,f(y)),P(z f(g @)
Frage:  Wieso kann diese Formelmenge widerspruchlich sein ?

Antwort:  Weil die beiden Atome P (x, f (y)) und P (z, f (g(z2)))
durch geschickte Wahl von z und g identifiziert werden konnen.

Das kann man mit Resolution alleine nicht herausfinden!

Eine logische Programmiersprache braucht daher Unifikation:

Ersetzung der Variablen durch Terme, so dass beide Atome gleich werden.
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Logische Programmiersprachen
Technik 2: Reduktion der Termvielfalt mittels Unifikation

Substitution:

Die Ersetzung [x/t] angewendet auf ¢ bezeichnet diejenige Formel, die aus ¢ entsteht,
wenn alle freien Vorkommen in ¢ von x durch Term t ersetzt werden.
Analog wird die Ersetzung [x1/t1, x2/12, ..., xn/tn] gebildet.

Bezeichnung: o = [x11t1, x2/t2, ..., xn/tn] heil3t Substitution.
o ¢ ist die Anwendung von o auf ¢
Beispiel: Formel: ¢ = P(f(x),y)
Substitution: c = [Xz yif(z)]
Anwendung: cp= P(f(2),f(2)
Definition:

Eine Substitution o heil3t Unifikator fur die Formeln o, und «,, wenn gilt: ooy, = oa,.

Beispiel:
Unifikation der Atome Q (f (x), v, b) und Q (f (a), g (u), y)
durch die Substitution o = [x/a,v/g(u), y/b]



Logische Programmiersprachen
Technik 2: Reduktion der Termvielfalt mittels Unifikation

Satz (Existenz):

FuUr je zwei Ausdrucke gibt es, bis auf Variablenumbenennung, entweder einen
eindeutigen allgemeinsten Unifikator oder die beiden Ausdrucke sind nicht unifizierbar.

Satz (Berechenbarkeit):

Es gibt einen Algorithmus, der flr zwei beliebige Ausdricke entweder die Nichtunifizierbarkeit
beweist oder den allgemeinsten Unifikator berechnet.

Verfahren: ziemlich einfach |

Wiederhoie bis die Ausdrucke gieich sind oder die Nichtunifizierbarkeit gezeigt ist:
Wenn die Pradikate verschieden sind
oder die Anzahl der Parameter gleicher Pradikate verschieden ist
—> nicht unifizierbar
Anderenfalls
Wahle eine Variable x im ersten oder zweiten Ausdruck
und einen an der aquivalenten Stelle stehenden Term t im jeweils anderen
Ausdruck, der x nicht enthalt.
Wenn das nicht moglich ist = nicht unifizierbar
Anderenfalls ersetze x in beiden Ausdrucken durch t.



Logische Programmiersprachen
Technik 2: Reduktion der Termvielfalt mittels Unifikation

Ubungsbeispiele fur Unifikation:
P (x) und Q (y)

P(x,y) und P (2)

P(x,y) und P (a,f(a))

P(x,y) und P (f(2),9(2))
P(x,f(x,x),zf(z,2) und P (f(a, a),y, f(y,y),u

P (x,T(y)) und P(z,1(g(2)
P (x,x) und P (f(y), f(9(2))
P(x,f(x)) und P (y,y)

P (x,a) und P (b, x)



Die logische Programmiersprache PROLOG
Prinzip von PROLOG:

PROLOG versucht, mittels wiederholter und verschachtelter Anwendung von
Resolution und Unifikation
ZuU einer gegebenen quantorenfreien Formelmenge einen Widerspruch zu finden.

Satz (Widerspruchsvollstandigkeit):

Falls die Formelmenge widerspruchlich ist, kann man den Widerspruch immer finden.

Was fehlt ?

Satz (Folgerunq der Folgerbarkeit aus der Widerspruchsaufdeckunq):

Wer zu jeder Formelmenge jeden Widerspruch aufdecken kann,
kann zu jeder Formelmenge und zu jeder neuen daraus folgenden Formel beweisen,
dass die neue Formel aus der alten Formelmenge folgt.

Was fehlt hier ?




Die logische Programmiersprache PROLOG

Wie macht man aus PROLOG eine vollstandige

Programmiersprache ?

Durch Beschrankung der Eingabe !

PROLOG akzeptiert nur Mengen von Formeln der Form:

PAQA...AIl>X
Regeln (Hornklauseln)

In der Voraussetzung darf nur eine
Konjunktion von positiven Literalen stehen.

Satz (Vollstandigkeit der Resolution auf Hornklauseln):

@ FUr jede Menge von Hornklauseln und eine neue Hornklausel kann Prolog nach endlicher
Zeit entscheiden, ob die neue Hornklausel aus der alten Menge folgt oder nicht

@ Anmerkung: ,Endliche Zeit* kann , sehr lange“ heil3en !



Die logische Programmiersprache PROLOG

Wie erkennt man, ob eine Formelmenge nur aus Formeln
besteht, die aquivalent zu Hornklauseln sind ?

Die Formelmenge sei in KNF gegeben, d.h. als eine Konjunktion von Disjunktionen.

Die einzelnen Klauseln (Disjunktionen) seien die einzelnen Formeln.

Eine einzelne Formel ist nach Definition eine Hornklausel, wenn sie aquivalent zu einer Regel
ist, deren Voraussetzungen alle durch einen positiven Literal reprasentiert sind.

Eine Hornklausel sieht also immer so aus:

pVQV...VAarvx Maximal ein Literal ist positiv.

Anmerkung:

Naturlich kann man eine beliebige Aussage auch durch einen negativen Literal reprasentieren.

Um die Hornklauseleigenschaft zu erhalten, muss dieser Literal dann aber in allen Voraussetzungen
von Regeln, in denen er vorkommt, in negativer Form auftauchen.

Daher kdnnen wir uns ohne Beschrankung der Allgemeinheit auf positive Literale beschranken.



