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6. Effiziente Faktorisierung von Polynomen
6.1 Faktorisierung in Z [x] und GF(q)[X]
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Kopf 8.1-8.3
Kaplan 6.2, 6.3
Seminararbeit 9 (Sebastian Wenzel)



Computer Algebra 6

Polynomfaktorisierung in Z, durch Berlekampalgorithmus

Motivation: Schluss von Z [x] auf Z[x]

dPrimzahl p: a[x] ist irreduzibel in Z,{x] = a[x] ist irreduzibel in Z[X]
Satz: seia(x) eZ,[x]. Gesucht ist eine Faktorisierung von a(x). gilt nur, wenn p Primzahl!

Falls ein Polynom b(x) €Z[x] existiert mit folgenden Voraussetzungen:
a(x) | ((b(x))’ —b(x)) und 0 <deg(b(x)) < deg(a(x))

Dann gilt: a(x) = (ggT(a(x),b(x)) * (ggT(a(x),b(x)-1)) « ... « (9gT(a(x),b(x)-(p-1))
ist eine quadratfreie Faktorisierung von a(x)

Ziel: Gegeben a(x) mit Grad n, suche ein b(x)=b,_,x™"+...+b,x+b, mit dieser Eigenschaft
Berlekamp-Algorithmus: Laufzeit: O(n®p?)  kann auf GF(q) verallgemeinert werden

1. Berechne rj(x) = xP mod a(x) fur alle j = 0,1,...,n-1 O(n°p?)

2. LOse das Gleichungssystem b, _4r,.{(X) + ... + byry(x) + by-b(x) =0
(n Gleichungen mit n Variablen b, durch Koeffizientenvergleich)

3. Berechne ggT(a(x),b(x)), ggT(a(x),b(x)-1)), ... , ggT(a(x),b(x)-(p-1)) O(pn?)

Satz: Wenn a(x) quadratfrei ist, dann fiihrt das zur gewtinschten Faktorisierung aber nur dann !

O(n?)
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Matrixdarstellung des Berlekampalgorithmus

Sei rj(x) = rn_1’jx”'1+...+r1’jx+r0,j die Koeffizientendarstellung der Restepolynome von Berlekamp

Dann gilt fr die Koeffizienten b, _4,..., by, by:

ro,o -1 rO,l Tt ro,n—1 bo 0
I r,.—1 -- I 0

Matrix R - E — Lo T e by —
rn—1,0 rn—l,l Tt rn—l,n—l -1 bn—l 0

Satz: dim (Lésungsraum (R-E)) = Anzahl der verschiedenen irreduziblen Faktoren fiir a(x)

T = n - dim (Bildraum (R-E))
4
Kern (R-E) = 1 Rang (R-E) < n-1
weil die erste Spalte nur Nullen enthalt (=1 =>a(x) ist selbst irreduzibel)

Problem:  Wenn a(x) nicht quadratfrei ist,
dann liefert Berlekamp nicht die Vielfachheit der irreduziblen Faktoren

Losung: Finde erst eine quadratfreie Faktorisierung von a(x)
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Quadratfreie Faktorisierung in GF(q)[X] q muss keine Primzahl sein!

Sei g = p™: Dann gilt fur alle acGF(q):p-a=(a+a+...+a)=0und ap'" = (@acae...*a)=a

- - -

p mal p" mal
Satz: b(x) ist mehrfacher Teiler von a(x) < b(x) teilt a(x) und a’(x) (Ableitung nach x)
gilt nur far a’(x) £0

In diesem Fall kann derselbe Faktorisierungsalgorithmus wie fur Z[x] angewendet werden.
Laufzeit: O(m3)

Grad von a(x)

Satz und Algorithmus far a’(x) = 0:

. — 1. 2. k.
Sei a(x) =ap,+a  x'"P+a, xP+ ... +a XP

n-1

Dann gilt: a(x) = (b(x))? fur das Polynom b(x) = b, x*+...+b,x+by mit b; = a,

Laufzeit: O(mn)
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