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Verifikation und Konstruktion von Schleifen

Definition einer Schleife:

while Schleifenbedingung do
Rumpfanweisung

Schleifenbedingung muss eine logische Funktion sein, die nur von Variablen abhangen
darf, die mit Werten belegt sind.

Funktionsweise:

1) Zunachst wird Schleifenbedingung ausgewertet.

2) Wenn Schleifenbedingung falsch ist, wird die Schleife sofort beendet.
Wenn Schleifenbedingung wahr ist, wird Rumpfanweisung ausgefuhrt.

Dann wird bei Schritt 1) fortgefahren.



Verifikation von Schleifen

Verifikationstechnik:

while Schleifenbedingung do B

Rumpfanweisung S

Definition:
Es sei ¢, die Eintrittsbedingung vor der i-ten Ausfuhrung der Rumpfanweisung
und y; die Austrittsbedingung nach der i-ten Ausfuhrung der Rumpfanweisung
Die Schleife werde nach k Ausfuhrungen beendet.

Dann gilt:

1) ¢, OA B {9} Rumpfanweisung {y.}

_ Problem:
2) 9, WA B {0} Rumpfanweisung {y;} oble

Es ist unklar, wie grol3 k ist,

i) o WA B - {@} Rumpfanweisung {y} d.h. wie viele Zwischen-
. bedingungen ¢; und y; es gibt.

k) < w1 A B {9} Rumpfanweisung {y,}
k+1) yo gy A -B {9} Rumpfanweisung {y,}



Verifikation von Schleifen

Verifikationstechnik:

while Schleifenbedingung do B

Rumpfanweisung S

Gegeben g, berechne ¢@: Wie findet man die schwachste Vorbedingung P fur ¢ ?
Beobachtung:

0) Sei P, die schwachste Vorbedingung, falls die Schleife gar nicht durchlaufen wird.
1) Sei P, die schwachste Vorbedingung, falls die Schleife genau einmal durchlaufen wird.

i) Sei P, die schwachste Vorbedingung, falls die Schleife genau i-mal durchlaufen wird.

Losung: Danngilt:P= P,vPv..VPV .. potentiell unendlich viele!

Problem: Im allgemeinen Fall konnten sich die P;'s alle unterscheiden !

Damit kann keine allgemeine Losungstechnik angegeben werden !



Verifikation von Schleifen

Verifikationstechnik:

{Vorbedingung} ¢
while Schleifenbedingung do B
{Eintrittsbedingung} (0}
W Rumpfanweisung S
{Austrittsbedingung} U
{Nachbedingung} ]

Einfachere Aufgabe:

Gegeben ¢ und y:

Beweise, dass qgilt: {¢} W {y}!
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Verifikation von Schleifen

Wesentliche Schritte bei der Verifikation von Schleifen:

1) Beweise, dass die Berechnungen der Schleife kontinuierlich auf
dem richtigen Weg sind,
sodass nach der Schieife das Richtige berechnet ist.

(falls das Programm dort jemals ankommt)

Irgendetwas muss unverandert richtig sein - Invariante (Bedingung)

2) Beweise, dass die Schleife zum Ende kommt.

Irgendetwas muss sich im Laufe der Schleife andern - Variante (Zahl)



Verifikation von Schleifen

Verifikation von Schleifen mit vollstandiger Induktion:

Es muss in Induktionsverankerung und im Induktionsschluss von i auf i+1
bewiesen werden, dass die Schleife immer terminiert und das Richtige berechnet.

Die Induktionsbehauptung muss also sowohl eine Invariante als auch
eine Variante im Sinne der vorigen Definition enthalten.

Typisches Beispiel fur die Wahl der Induktionsvariablen i:

i = Anzahl der bisher durchgefuhrten Schieifendurchlaufe

Typische Beweistechnik im Induktionsschluss:

1)  Unterscheide die Belegung der Variablen nach i bzw. i+1 Schleifendurchlaufen
2) Setze die verschiedenen Belegungszustande in Beziehung zueinander und
verwende die Induktionsannahme fur i.
Die Terminierung muss aus der Induktionsbehauptung ftr ein bestimmtes k folgen.
Die Nachbedingung muss aus der fur dieses k gultigen Induktionsbehauptung folgen.



Verifikation von Schleifen

Verifikation von Schleifen
mit vorbewiesener Invarianten / Varianten-Technik:

Verwendung einer Bedingung | (Invariante) zum Beweis
der Gultigkeit des Zusammenhangs zwischen Vor- und Nachbedingung:

Zur Erinnerung:
¢ Y, AP d.h.: {y,.; A B} Rumpfanweisung {y}

Die Invariante | soll Folgendes erfiillen:

1) oAB=>1 Aus Vorbedingung und Schleifenbedingung folgt die Invariante.

2) {INB}S{} Innerhalb der Schleife gilt die Invariante vor und nach der Rumpfanweisung.
Die Schleifenbedingung gilt zumindest vor der Rumpfanweisung.

3) IN B>y Aus der Invariante und der Nichterfullung der Schleifenbedingung muss
die geforderte Nachbedingung folgen.

Achtung: Damit ist noch nicht gewahrleistet, dass die Schleife terminiert.



Verifikation von Schleifen

Verifikation von Schleifen
mit vorbewiesener Invarianten / Varianten-Technik:

Verwendung einer Variante z € Z
zur Gewahrleistung der Terminierung der Schleife:

Zur Erinnerung:
¢ Y, APB d.h.: {y._, A B} Rumpfanweisung {y}

Die Variante z soll Folgendes erfillen:

1) @ AB = Jzyel : z=2, z hat bei Schleifeneintritt einen definierten Wert.

2) {IANBA(z=z,)} S {z<zy} z hat nach Ausfiihrung der Rumpfanweisung
einen kleineren Wert als vorher.

3) In(z=0) = B Der Wert von z sorgt dafur, dass irgendwann einmal
die Schleifenbedingung verletzt wird.

Losung: Damit ist gewéahrleistet, dass die Schleife terminiert.



Verifikation von Schleifen

Beispiel 1a:
{ Vorbedingung } ()

f = 1;
k = 0;
while (k < n) do
begin
k := k + 1;
f =k o fF
end

{ Nachbedingung } W

Was berechnet dieses Programmstuck ?

Gibt es Einschrankungen fur die Bedingungen ¢ oder y ?



Verifikation von Schleifen

Beispiel 1b:
{ Vorbedingung } ()

T :
k :
while (k > 0) do
begin
T :
k :

end

1;
n;

{ Nachbedingung } W

Was berechnet dieses Programmstuck ?

Gibt es Einschrankungen fur die Bedingungen ¢ oder y ?



Verifikation von Schleifen

Beispiel 2:

Gegeben seien n Zahlen a[l1] .. a[n];

{ Vorbedingung } ()

k = 0;
while (k < n) do
begin
k = k + 1;
it m < a[K]
then
m = af[k]
end

{ Nachbedingung } W

Was berechnet dieses Programm ?
Gibt es Einschrankungen fur die Bedingungen ¢ oder y ?
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