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Aussagenlogik

Wdh.: Operatoren zwischen Aussagen

Durch Operatoren werden Wahrheitswerte fur die neuen Aussagen:

aus alten Aussagen

- N\ VvV — VN

neue Aussagen geschaffen: P g P |[PAQ|PVG|P>9|P<(
W W T W W W W
Einstelliger Operator: W f f T W T f
* Negation (7) Ll w w f w w f
T T w T T w w

Zweistellige Operatoren:

« Konjunktion (A)
* Disjunktion (v)
* Implikation (—)

« Aquivalenz (<)




Aussagenlogik

Achtung: Warum einfach, wenn es auch kompliziert geht ?

Folgende Notationen sind in der Literatur ebenfalls gebrauchlich:

P,q
r

Ist dasselbe wie PAQ=>T

fur logische Schlussregeln:

In der Logik benutzt man unterschiedliche Symbole fuir
Schlussfolgerungen und Aquivalenzen je nach Anwendungsgebiet:

- |= <, > entsprechen der logischen Implikation: =

$, =,=,<>,o  entsprechen der logischen Aquivalenz: &



Aussagenlogische Formeln

Da elementare Aussagen wegen der Unteilbarkeit sinnvollerweise
mit Buchstaben abgekurzt werden, nennt man sie auch Literale

Eine aussagenlogische Formel ist eine Verknupfung von endlich
vielen Literalen mit logischen Operatoren.

Die Literale einer Formel entsprechen Variablen, die mit w und f belegt werden konnen.
Formeln kbnnen auch Konstante enthalten:

Die Konstante T istimmer wahr und das neutrale Element bezliglich der Konjunktion.

Die Konstante L ist immer falsch und das neutrale Element bezlglich der Disjunktion.

Eine Belegung einer Formel ist eine Zuweisung von
Wahrheitswerten an die Literale derart, dass dieselben
Literale immer denselben Wahrheitswert erhalten.

Die Formel als ganze bekommt durch die Belegung ebenfalls einen Wahrheitswert.



Aussagenlogische Formeln

« Eine Formel hei’t erfullbar, wenn es eine Belegung gibt derart,
dass die Formel den Wahrheitswert w hat.
Eine Formel, in der jeder Literal hochstens einmal vorkommt, ist immer erfullbar!
Eine Formel, in der keine Negation vorkommt, ist immer erfullbar!

= Nur Formeln, die einen Literal mehrfach und mindestens
eine Negation enthalten, konnten unerfullbar sein.

 Eine Formel heiBt Tautologie oder gultig, wenn sie bei jeder
Belegung den Wahrheitswert w hat.

 Eine Formel heit widerspruchlich, wenn sie bei keiner Belegung
den Wahrheitswert w hat.



Aussagenlogische Formeln

Erfullbarkeitsproblem (Satisfiability, SAT):

Wie bekommt man heraus, ob eine gegebene Formel erfiillbar ist ?



Normalformen
Definition:

Eine aussagenlogische Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF),
wenn sie als Konjunktion von Disjunktionen aus Aussagen oder
Negationen von Aussagen dargestellt ist.

Etwas langsamer zum Mitdenken:

Ein Literal ist eine Aussage oder die Negation einer Aussage.

Beispiele: p q r ar
Eine Klausel ist eine Disjunktion aus Literalen.

Beispiele: pvoqvr TpVvVIQVr pVvV(Q

Eine Formel in KNF ist eine Konjunktion von Klauseln.
Beispiel: (pvqvVvr) A ("pvqVvr) A (pVvQ)



Normalformen
Definition:

Eine aussagenlogische Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF),
wenn sie als Konjunktion von Disjunktionen aus Aussagen oder
Negationen von Aussagen dargestellt ist.

Spezialfalle:

Eine Klausel darf auch nur aus einem Literal bestehen.
Beispiel: (pvgqVvr) A p A(pVvQ) ist auch in KNF

Eine Formel darf auch nur aus einer Klausel bestehen.
Beispiel: pvoqvVvr ist auch in KNF

Eine leere Klausel entspricht dem neutralen Element der Disjunktion: L
Beispiel: (pvgVvr) A LA(pVQ) ist auch in KNF

Eine leere Formel entspricht dem neutralen Element der Konjunktion: T
Beispiel: T ist auch in KNF



Normalformen

Welche Formeln sind eigentlich nicht in KNF ?

Formeln, die andere als die 3 Booleschen Operatoren enthalten
Beispiel: (pv=gqvr) - (FpvoqVvr)) « (pVva)

Formeln, in denen andere Terme als atomare Aussagen negiert werden

Beispiel: S(pvqvr) A (CpvqVvr) A (pVQ)

Formeln, in denen Konjunktionen und Disjunktionen wild durcheinander sind

Beispiel: (pA(PQVI)) A (CpVTQVTT) VPAQ

Beispiel: pPA(CQVrIr A p)V(TQATT) V pPAQ

Formeln, in denen eine tiefere Klammerschachtelungstiefe vorliegt

Beispiel: PA(TQV(rAQ) A (CpVvTQV ) A pVQ

Satz: Jede aussagenlogische Formel lasst sich durch endlich viele
aquivalente Umformungen in KNF bringen.



Normalformen

Warum wollen wir Formeln in KNF bringen ?

« Ubersichtlichere Auswertung beim Erfiillbarkeitstest:

Eine Formel in KNF ist erfullbar.
< Eine Belegung enthalt fur jede Klausel wenigstens einen wahren Literal.

Mogliche Belegungsstrategie:

* Gehe die Klauseln nacheinander durch:

» Belege genau einen noch nicht festgelegten Literal mit t

(dadurch werden gleiche Literale oder deren Negationen in anderen Klauseln festgelegt)

* Wenn es keine Moglichkeit mehr gibt, springe zurlck zur vorigen Klausel und nimm eine
andere Belegung

Vorsicht vor lllusionen:

Im schlechtesten Fall bringt das keinen Zeitgewinn
verglichen mit purem Ausprobieren !



Normalformen

Warum wollen wir Formeln in KNF bringen ?

« Kompakte Darstellbarkeit im Computer:

Stelle Klauseln als Mengen von Literalen dar:
{p,7q, r} entspricht (bv-qVvr) als Klausel

Stelle Formeln als Mengen von Klauseln dar:
{p.7a, 1}, {7p,~q,7r},{p, q}}  entspricht (PvqvVvr) A (CpVvqVvr) A (pVQ)

Das funktioniert sogar fur die Spezialfalle:

{{p,mq, r}} entspricht (pV-qVr) als Formel

{p}{~aL{r}} entspricht (PATQAT) als Formel

{} entspricht T als Formel

{{} entspricht 1 als Formel
Warnung:

Was dem Computer glasklar ist, kann fiir den Menschen hochst verwirrend sein:
« Das Trennzeichen (,) in inneren Klammern (Klauseln) entspricht einer Disjunktion (V)
« Das Trennzeichen (,) in auBeren Klammern (Formeln) entspricht einer Konjunktion (A)



Normalformen

Algorithmus zum Umwandeln einer Formel in die KNF:

1. Eliminiere alle Operatoren der Form < und - mit den Ersetzungsregeln
durch Aund v!

2. Ziehe alle Negationszeichen vor Klammern in die Klammern hinein mit
den deMorganschen Regeln !

3. Wende die Distributivgesetze so lange an, bis auf oberster Ebene nur
noch Konjunktionen und darunter Disjunktionen sind !

Das funktioniert immer!



Andere Normalformen
Definition:

Eine aussagenlogische Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF),
wenn sie als Disjunktion von Konjunktionen aus Aussagen oder
Negationen von Aussagen dargestellt ist.

Jetzt fallt das Mitdenken schon leichter:
Was ist ein DNF-Literal ?

Was ist eine “DNF-Klausel” ?

Was ist eine DNF-Formel ?

Beispiele ?

Warum wollen wir Formeln in DNF bringen ?

wollen wir nicht: Eine Normalform reicht uns aus !



Zusammenfassung: Aussagenlogische Formeln

Formeln haben logische Eigenschaften (Semantik):

. Erfiillbarkeit ]

] o - komplementar zueinander
* Widerspruch aquivalent zu L |

~

« Tautologie aquivalentzu T ) :
-~  komplementar zueinander

Formeln haben Darstellungseigenschaften (Syntax):

 Normalformen (KNF oder DNF)
 Mengendarstellung der KNF

Die eben genannten Darstellungseigenschaften sind fur jede Formel durch Aquivalenz erzielbar.
Es gibt auch Darstellungseigenschaften, die nur fir bestimmte Formeln mdglich sind.

Bsp.: KNF mit Klauseln aus genau drei Literalen
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