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1 Definition: Dynamische Programmierung

e Begriff wurde in den 1950ern vom Richard Bellman eingeftihrt
e Designtechnik fur Algorithmen
e Problem wird in viele gleichartige Teilprobleme zerlegt

« Jedes Teilproblem wird nur einmal gel6st, Ergebnis wird in
einer Tabelle gespeichert

 groBere Teilprobleme werden mit Losungen der Kleineren
Subprobleme geldst

-> Rekursive Algorithmen
e Unterschied zu divide&conquer:
- Subprobleme Uberlappen sich
- Dynamische Programmierung arbeitet bottom-up

- divide&conquer benutzt meistens mehrere Algorithmen (fur
eigentliches Problem + Zusammenfiigen)



2 Optimale bindre Suchbdume (BST)
Motivation

e BST besitzen bei der Suche effiziente Laufzeit O(log n)

 Laufzeitverhalten l&sst sich durch geschickte Anordnung
der Elemente weliter verbessern

Voraussetzung:
o BST wird nur noch selten verandert (I6schen/einfligen)

o Fur jede mogliche Suchanfrage ist die Wahrscheinlichkeit
bekannt



2 Optimale bindre Suchbaume

I\/Iittlere Anzahl der Vergleiche bel einer Suche:
C = Z p, - (Tiefe (i) +1)) +Z g, - Tiefe (i)

e pi= Suche nach dem I-ten Element Im Baum

d; = Suche nach einem Element, das nicht im
Baum vorkommt und zwischen a; und a,, liegt

Ziel : Die Kostenfunktion soll minimal sein!



2 Optimale bindre Suchbaume

Beispiel:

Natdrliche Zahlen speichern, alle Zahlen sind gleich wahrscheinlich:
U=4{12,.,10} (=alle moglichen Suchanfragen)

(= im BST gespeicherte Elemente)
P1=P2=P3=P,=0.1
4 =01;9,=01,0,=02;093=0,2;9,=0

S ={2,4,7,10}
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C = (0,1+2%(0,1+0,1)+3*0,1)+
(2%(0,1+0,1+0)+3*(0,2+0,2)) = 2,4
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C = (0,1+2%(0,1+0,1)+3*0,1)+
(2%(0,1+0,1+0,2)+3*(0,2+0)) = 2,2




2 Optimale bindre Suchbaume

Wie optimalen BST finden?

1. Ansatz: brute force:

Far alle moglichen Baume die Kosten berechnen:
O(4")

2. Ansatz: Dynamische Programmierung:
Problem in kleinere Subprobleme zerlegen:

Optimale Teilbdaume berechnen, daraus optimalen
Gesamtbaum berechnen:

O(nd)



2 Optimale bindre Suchbaume

» Kostenfunktion
C =2 (p;-(Tiefe (i) +1))+ > (q; -Tiefe (i))

« Vereinbarung:

C;; = Kosten flr den Teilbaum T,J, der a; bis a; enthalt
w . = Wahrscheinlichkelit, dass ein gesuchtes Element sich

im Teilbaum T;; befindet, also p;+.. +pJ+CI. 110
e Rekursiver Ansatz
C' j = Wi T Cimtt Cm+1,j

pm+W + W

I,m-1 m+1,j




2 Optimale bindre Suchbaume

* Wie findet man so den optimalen Baum?
Cij=w;; +min{C; ., +C .1}

J o i<m<j

Wii = Wima t Pm t Wi

o (Gestartet wird bottom-up

e Je 2 kleinere Teilbdume werden zu einem
groReren zusammengefasst

* Tellergebnisse werden in einer Tabelle gespeichert



2 Optimale bindre Suchbaume

Beispiel: S = {a;,a,,a5,8,}. Gesucht wird optimaler BST.
p,=4/16 ; p,=2/16 ; p,= p,=1/16 ; q,=2/16 ; q,=3/16 ; 9,= d,= q,=1/16

J—> 0 1 2 3 4
1 Wip=0p=2 |Wy;= Wy,=12 Wy 5=14 W,,=16
Cio = Cyy = C,, =18 Ci3 =25 C,4 =33
Rip = Ris = Ry, = Ris = Ry =2
2 W2,1 =0, = Wz,z = W2,3 = W2,4 =10
C2,1 = Cz,z = C2,3 =11 C2’4 =18
Ros = Roo = Ros = Ryq =2
3 W3,=0;= W3 = W3,=5
Csp = Css = Csy =8
Rs, = R33 = R34 =4
4 Wyz=03=1 | W,;,=3
Cus = Cha =3
Rys = Rys =4
5 W5,=0q,=1
Csq =0
Rsy =0




2 Optimale bindre Suchbaume

 Pseudocode: e Laufzeitabschatzung: O(nd)
for i=1to n+1 do - - -

C.., =0 Mit Optimierung: O(n?)
Wiii =0y . . o

Ri,il-l = null (Rl,j—l < Rl,j < RH—l,j)
end for
for d = 0 to n-1 do //Diagonale in Tabelle

fori=1ton-ddo " . 2

= « Speicherplatz: O(n?)

m mit i <m<j so bestimmen, dass C; ., + C.,;;

minimal ist

Cig ZWis* Cima+ G e Baum aufbauen: O(n)

Wi =P ¥ Wina t Wi

Ri;; =m

end for

end for



3 Knapsack mit memory functions

* Rucksackproblem
e Rucksack kann nur bestimmtes Gewicht aufnehmen

o Gegenstande mit unterschiedlichem Gewicht und Wert so
einpacken, dass Rucksack grolitmoglichen Wert enthalt

ITtem 1 Item 2 Item 3 Item 4




3 Knapsack mit memory functions

* Rucksack-Problem ist NP-vollstandig
— Nicht in polynomieller Zeit 16sbar

e Vereinfachung:

— Gewichte und Kapazitat nur ganzzahlig
e LOsung mittels dyn. Programmierung in polynomieller Zeit moglich

e Problem muss in Subprobleme zerlegt werden
— Kapazitat des Rucksacks von 0 schrittweise erhéhen
— (Gegenstande nacheinander hineinlegen
o Optimale Losungen der kleineren Instanzen zur LOsung
von grofReren Instanzen benutzten
» Tabellen benutzen



3 Knapsack mit memory functions

* Rekursiver Ansatz wird bendtigt:

J: Kapazitat des Rucksacks
I: Gegenstande 1 bis i wurden schon getestet
V[i,j]: Optimale Lésung flr i und |

w; > j : Gegenstand passt nicht hinein: V[i,j] = V[i-1,j]

w; <= j : 1) Optimale LOosung mit i-tem Gegenstand:
Optimale L6sung vom Rucksack ohne das Element und mit
der Kapazitat j-w; plus den Wert des Gegenstands oder

2) Optimale LOosung ohne i-ten Gegenstand:
Optimale Lésung vom Rucksack der gleichen Kapazitat ohne
das Element

VI[i,j] = max {vi+V[i-1,j-w], V[i-1,j]}
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3 Knapsack mit memory functions

VIij = {max vAV[i-1j-w], V[i-Lj]}  firw,<=j

V[i-1,] fur w; > |
Beispiel:
Tabelle erstellen, Spalte 0 und Zeile 0 mit Nullen fullen
Vorgehensweise bottom-up ] —
Ohnememory j | 0| 1121341|5
function 010 O/ 010
Wi=2,V,=12 1 101]0|12(12|12|12
W,=1,V,=10 2 [ 0 [10(12(22(22|22
. I. w=3,v;=20 3|0 [10[12]2230]32
SIS v {0 10]15]25 30|87




3 Knapsack mit memory functions

 Wie berechnet man

Ohne memory
aus der Tabelle die

1|2

O
oO|lw
o
o

0

optimale Menge an function

0 112,12,/12 |12

Gegenstanden? V1:12

V2:10

10112 | 22|22 | 22

W,=3, V;=20 10|12 | 22130132

OO O[O |O|0O

A~ TWIND|IF- O

10|15 |25 | 30 [37

Treppenfunktion: Starten bei V[n,W]

Ist V[i-1,j] # VIi,j] dannist i in Losung enthalten: Springen zu VJi-1,j-w;]
Ist V[i-1,j]] = V[i,j] dann ist i nicht in der Losung: Springen zu VJi-1,j]

Hier also : item4, item2, item1 in der Ldsung



3 Knapsack mit memory functions

» Nachteil durch bottom-up Vorgehensweise:
Es werden auch Teillosungen berechnet, die nicht gebraucht werden
* Abhilfe: top-down vorgehen:

Eine Funktion wird benétigt, die bestimmt, ob eine Teillosung benadtigt
wird

» Es wird eine Funktion bendtigt, die das realisiert:
Die Memory Function

* Vorgehensweise:
— Tabelle mit null-Zeichen fillen
— Starten im Feld V[n,W]

— Wird eine Teillésung ben6tigt und der Tabelleneintrag ist null diese
berechnen
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3 Knapsack mit memory functions

* Beispiel zu Knapsack mit memory function:
V[i,j] = max {v,+V[i-1,j-wi], V[i-1,j]]} flrw, <=]

Item 1 Item 2 Item 3 Item 4

VI[i-1,j]

Mit memory
function
W,=2, V,=12
W,=1, V,=10
W,=3, V,=20
W,=2, V,=15

fur w; > j
0(1(2(3]4]5
0(f0/0]0]0|0]O0
110012121212
20| - (12|22 - |22
30| -|-122] - |32
alo|-]-1-]-]82




3 Knapsack mit memory functions

Laufzeitabschatzung ohne memory function:
O(n*W) : (pseudo-)polynomiell

» Laufzeitabschatzung mit memory function:
O(n*W), Berechnung wird also nur um konstanten Faktor erhoht

o Speicherplatz:
O(n*W)

» Gegenstande der optimalen Lésung finden:
O(n+W)



ENDE
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