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Thema: Dynamisches Programmieren 1
Algorithmen von Warshall und Floyd
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1.1

Dynamische Programmierung

Bei der Dynamischen Programmierung handelt es sich um ein optimierungs-
Verfahren welches von Richard Bellman in den Fiinfziegerjahren entwickelt wurde.

Das Verfahren der dynamischen Programmierung besteht darin, zuerst die optimalen
Losungen der kleinsten Teilprobleme direkt zu berechnen, und diese dann geeignet
zu einer LAsung eines nachst grolReren Teilproblems zusammenzusetzen, und so
weiter. Einmal berechnete Teilergebnisse werden in einer Tabelle gespeichert.

Bei nachfolgenden Berechnungen gleicher Teilprobleme wird auf diese
Zwischenltsungen zuriickgegriffen, anstatt sie jedes Mal neu zu berechnen.

Um also ein Optimierungsproblem mit Dynamischem Programmieren zu lésen,

muss man es nicht wie beim Greedy- Verfahren von oben, sondern von unten
versuchen zu l6sen, in dem man sich die resultierenden Restprobleme ansieht.

Charakteristische Eigenschaften

Um herauszufinden ob ein Problem mit Dynamischem Programmieren geldst
werden kann, muss man es auf diese Eigenschaften prufen.

1. Die Optimale Teilstruktur Eigenschaft (OTE)

Die OTE ist dann erftllt, wenn die optimale Lésung des Problems die
optimalen Lésungen aller Teilprobleme enthélt.

Also, man 16st erst die kleinen Teilprobleme um dann die gréfieren daraus
zusammenzusetzen.

Wenn man die erste Eigenschaft nachgewiesen hat, kann das Problem prinzipiell mit
Dynamischem Programmieren geldst werden.
Es macht aber erst wirklich sinn, wenn die zweite Eigenschaft hinzukommt.

2. Auftreten Uberlappender Teilprobleme

Wenn man bei der rekursiven Lésung des Problems mit der OTE feststellt,
dass identische Teilprobleme mindestens zweimal geldst werden mussen,
dann besitzt es auch die zweie Eigenschaft.

Umso Ofter diese Teilprobleme gelést werden miissen umso sinnvoller ist die
Anwendung der Dynamischen Programmierung, denn die Idee beim Dynamischen
Programmieren ist ja grade diese Teilprobleme nur einmal zu I6sen und das Ergebnis
in einer Matrix oder Tabelle zu speichern.

Wenn es keinen Teilprobleme gibt die mehrmals gel6st werden missen kann man

gleich bei der Rekursiven Ldsung bleiben, denn man gewinnt hier nichts durch die
Dynamische Programmierung.
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Berechnung der Transitiven Hille in einem unbewerteten
gerichteten Graphen.

Die transitive Hulle

Wir definieren auf einen beliebigen unbewerteten gerichteten Graphen eine Relation
Rauf A ={Knoten_1,Knoten_2...Knoten_n}.

Diese Relation R erweitern wir zu R* indem wir den Transitiven Abschluss bilden.

Unter Abschluss versteht das zufligen von Paaren bis die gew(inschte Eigenschaft
erreicht ist mit der Bedingung das R* hinterher minimal ist.

| transitiv: wenn (x Ry und y Rz -->x R z) fir alle x,y,z aus A. |

Die Transitive Hulle ist der Transitive Abschluss dieser Relation!

Im Beispiel sieht es dann so aus.

2] Q
Tw (3)
1| FIW|W "/
2| FIW|W
3| F|W|W
Adjazenzmatrix

Y {
'EJ P%
R ={(1,2),(2,3),(3,2)}

R*={(1.2),(2,3).(3,2),(1,3),(2,2).(3.3)}
Die Blauen Pfeile werden fiir den Transitiven Abschluss hinzugefugt.
Man hat jetzt eine neue Adjazenzmatrix in der die indirekten Verbindungen direkt

geworden sind.
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2.1 Die Optimale Teilstruktur Eigenschaft bei der Berechnung
der Transitiven Hulle.

Wir gehen davon aus, dass es nur zwei Mdglichkeiten gibt einen Knoten zu
erreichen.

1. Direkt
(Y > X)
2. Indirekt
(Y>N>X)
N steht hier fiir beliebig viele Knoten.

Wenn wir uns jetzt die indirekten Wege ansehen stellen wir fest, dass diese ja aus
den Direkten zusammengesetzt sind.

Also, wenn es einen Weg gibt von (Y = N) und einen von (N - X), dann existiert
auch zwangsléufig ein Weg von (Y = X).

Damit haben wir unsere Optimale Teilstruktur Eigenschaft gefunden, wir sehen die
grolReren Probleme werden aus den kleineren zusammengesetzt!

2.2 Auftreten Uberlappender Teilprobleme bei der Berechnung
der Transitiven Hdlle.

Wenn wir uns jetzt auf der Basis der eben gefundenen “Optimalen Teilstruktur
Eigenschaft” eine rekursive Losung Uberlegen, kdnne wir die tberlappenden
Teilprobleme feststellen.

Beispiel:
f/
1]2]3]4 ‘\D @.
1|F|F|W|F
2| F|F|F|w / \ /
3|WI|F|F|W -
4 |W|F|W|F f){—b@) d*‘“

Gibt es einen weg von 1 zu 2??

1->3 3/2 1/4 4/2

NN N

354 472 1->3 34 43 3/2

Wir sehen, dass schon bei relativ wenig Knoten 4 Wege doppelt berechnet wurden.
Das Problem besitzt also auch die Zweite Eigenschaft die Uberlappenden
Teilprobleme und damit Ist eine L6sung mit Dynamischem Programmieren hier
auch sinnvoll.
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2.3

Der Algorithmus von Warshall

Kommen wir zu Umsetzung, hier wird ausgenutzt das die Transitivitat in der
Adjazenzmatrix immer rechtwinklig zu finden ist.

11234 1 (2 (3|4 1
TEER o (arpr] (OO0
2 / T 2
3 W 3w W
: OO [
fork =1tondo
fori=1tondo
forj=1tondo
MIiI[] = M[i][i] oder (M[i][K] und M[K][i]);
Mit den drei Vorschleifen wird die Adjazenzmatrix so durchlaufen das immer
rechtwinklig gepruft wird.
I:i (= (] [m] [ ] [] [ ] =]
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® o
® ®
Man guckt also immer, wenn es keinen direkten Weg gibt, ob es einen Indirekten
Weg gibt tber einen anderen Knoten.
Wenn ein indirekter Weg gefunden wurde wird er als direkter Weg gespeichert.
Im weiteren Verlauf wird dieser Weg wider zum vergleich genutzt und so kénnen
dann auch Wege tber mehrere Knoten gefunden werden.
Also, wir lésen erst die kleinen Probleme um dann die grof3en daraus
zusammenzusetzen!
2.4 Laufzeitverhalten

Zeitkomplexitat: O(n"3) wegen den 3 Vorschleifen
Speicherkomplexitat:  O(n"2) wegen der Matrix

24.06.2008 -5- Moritz Eilering Tinf 2669



3.1

All-Pairs Shortest Path

Wir wollen in einem positiv bewerteten gerichteten Graphen fir alle Paare von
Knoten die kiirzesten Wege berechnen.

Also, wir suchen in einem positiv bewerteten gerichteten Graphen die kiirzesten
Verbindungen und tragen sie in der Adjazenzmatrix als direkte Verbindungen ein.
Damit erhalten wir eine Matrix in der wir jeweils die glinstigste Verbindung direkt
ablesen kdnnen.

Die Optimale Teilstruktur Eigenschaft beim All-Pairs
Shortest Path Problem

Wir gehen wieder davon aus, dass es nur zwei Moglichkeiten gibt einen Knoten zu
erreichen.

1. Direkt
(Y > X)
2. Indirekt
(Y>N>X)
N steht hier fiir beliebig viele Knoten.

Wenn man einen kirzesten indirekten Weg gefunden hat, kann man sich leicht
uberlegen, dass auch die Teilstrecken kirzeste Wege sein mussen.

(Y 2>N>X) klrzester Weg
(Y > N) (N> X) also auch kirrzeste Wege
Der Umkehrschluss wéhre, dass es fur eine Teilstrecke einen kiirzeren Weg geben

wirde, was dann zur folge hatte, dass der gesamte Weg nicht mehr der kirzeste Weg
waéhre.

Damit haben wir unsere Optimale Teilstruktur Eigenschaft gefunden, wir sehen die
groReren Probleme werden wieder aus den kleineren zusammengesetzt!
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3.2 Auftreten Uberlappender Teilprobleme beim All-Pairs
Shortest Path Problem

Wenn wir uns jetzt wieder auf der Basis der eben gefundenen “Optimalen
Teilstruktur Eigenschaft” eine rekursive Losung tberlegen, kénne wir nach den
uberlappenden Teilprobleme suchen.

Beispiel:  Wir Versuchen in einem beliebigen Graphen mit 4 knoten den
gunstigsten Weg von Knoten 1 zu Knoten 2 zu finden.

1-->2
1-->3 3--=2 1-->4 4--=2
1-->4  4->3  3->4  4->2 ]->3  3->4 4-->3

Erst gucken wir nach der direkten Verbindung,
dann nach den Verbindungen Uber einen anderen Knoten und schliel3lich ob wir von
dem jeweilig anderen Knoten (iber einen weiteren Knoten zum Ziel kommen.

Wir sehen wieder, dass viele Wege mehrfach berechnet wurden und damit haben wir
die Uberlappenden Teilprobleme gefunden.

Eine L6sung mit Dynamischem Programmieren ist also wieder sinnvoll!
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3.3 Der Algorithmus von Floyd

for (intk = 1; k < n; k++)
for (inti =1;i <n;i++)
for (intj =1;j<n;j++)
if (mi][k] + m[KI[]) < mli]i]
m[il[] = (mL]k] + mK][1);

E%{ :- (m] [m] [ [m] | [ =]
. =
v ® ° ®
&= - o S

<«

Zur besseren Verdeutlichung wurden die unnétigen Vergleiche Ubersprungen.

Die Adjazenzmatrix wird in derselben Art und Weise durchlaufen wie beim
Warshall Algorithmus, nur das hier nicht auf Existenz eines Weges gepruft wird,
sondern ob der jeweilige Weg uber den anderen Knoten kirzer ist.

Wenn ein kurzerer Weg gefunden wurde, wird dieser im weiteren Verlauf wieder
zum vergleichen genutzt und so kénnen dann auch wieder kirzeste Wege ber

mehrere Knoten erkannt werden.

Also, wir lésen erst wieder die kleinen Probleme um dann die groRen daraus
zusammenzusetzen!
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3.3.1 Die Pfadmatrix

Es gibt jetzt noch die Mdglichkeit die Pfade zu den kirzesten Wegen mit zu
speichern, indem man eine weitere Matrix einsetzt.

i=3 j=2
b=l L Die Werte an den Beiden

Grinmarkiertenpositionen

‘ ‘ ] O
':‘ ~ > werden addiert und mit dem Wert
° an der Rotmarkiertenposition
nnninme o verglichen.
H @/—\G) In diesem Fall sind 3+1 Kleiner

=

oC1)]3]of4
oo lo]4]o als 6.

=

4

(3+1) <6 also 4

In dieser Matrix wird immer, wenn ein kurzerer Weg gefunden wurde, der k Index
an derselben Stelle gespeichert.

Der k Index ist nichts anderes als der Knoten tber den der kiirzere Weg gefunden
wurde.

In den blauen Bereichen finden jeweils flr ein k die vergleiche statt.

Beispiel:
1 2
1 _|= : L
Die Abfrage ist hier:
Ist der Weg von 4 zu 2 kiirzer als der Weg
42lmlm von 4 zu 1 plus den Weg von 1 zu 2.
1 3
1 - - - -
Die Abfrage ist hier:
Ist der Weg von 4 zu 3 kiirzer als der Weg
4lm = von 4 zu 1 plus den Weg von 1 zu 3.

und so weiter...

. Wir gucken also immer ob der Direkte
T Weg langer ist als

i P der Indirekte Weg Uber k.

X —» k
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Ablauf:
Die Pfadmatrix wird mit Nullen initialisiert und nach und nach mit den
kirzeren indirekten Wegen gefiillt.
Eine Null steht hier dafir, dass die direkte Verbindung die kiirzeste ist, weil ja
kein kirzerer indirekter Weg gefunden wurde.
Beim Auswerten ist hier zu beachten, dass auch dann eine Null vorhanden ist
wenn (berhaupt kein Weg existiert.
Man muss also erst in der anderen Matrix nachschauen ob ein Weg existiert.

3.3.2 Auswerten der Pfadmatrix

Wir gucken in der wagerechten vom Knoten x und in der senkrechten zum Knoten y
(wie in der Adjazenzmatrix).

Denn wir haben die indirekten kirzeren Wege ja an denselben Positionen
gespeichert, wo wir in der anderen Matrix auch die neuen Kosten eingetragen haben.

4
1 3

Von der 1 zur 4 missen wir Uber die 3.
Jetzt wissen wir, dass der indirekte kiirzeste
Weg zur 4 Uber die 3 geht.

Es konnte aber jetzt noch sein das der direkte Weg zur 3 nicht der kiirzeste ist.

3
1 23

Von der 1 zur 3 missen wir Uber die 2.
Jetzt wissen wir, dass der indirekte kiirzeste
Weg zur 3 Uber die 2 geht.

Wir sind aber erst fertig wenn wir eine Null gefunden haben, denn die Null
bedeutet hier, dass die direkte Verbindung die Kirzeste ist.

2
1 0/ 2 3

Von der 1 zur 2 ist der direkte Weg der
kilirzeste.
Jetzt wissen wir, dass wir fertig sind.

1225324

jetzt haben wir den kiirzesten Weg von hinten nach vorne rekonstruiert.
Der gefundene Knoten in der Pfadmatrix ist also immer, der letzte Konten des
Weges bei dem man grade nachschaut.
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3.4 Laufzeitverhalten

Zeitkomplexitat: O(n™3) wegen den 3 Vorschleifen
Speicherkomplexitat:  O(2n"2) wegen den 2 Matrizen
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