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Seminar Computeralgebra

Sebastian Wenzel

Effiziente Faktorisierung in Zp[X]

1. EinfGhrung

2. Faktorisierung
- Berlekamp teil 1
- Berlekamp teil 2
- Quadratfrei

3. Fazit

Warum Faktorisierung in Zp[X]

Ziel = faktorisieren von Polynomen aus Q[x]

1 +§x3 +x2 +4x+20 => Umwandeln in Z[x]?

2
Durch multiplizieren mit dem KGV aller Nenner wird Q[x] verlassen

1O><%x“+%x3+x2+4x+20 S 5x*+6x%+10x7 + 40 x + 200

Somit haben wir jetzt ein Polynom aus Z[x]

Genauso sollte es mdglich sein Polynome aus Z[x] zu vereinfachen!

1
5% 10x*+12x*+20x* +80x+400 &S 5x* + 6Xx° +10x? + 40 X + 200
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Warum Faktorisierung in Zp[X]

Somit kdnnen wir viele Polynome vereinfachen
a(x) =sb(x)
Hierbeisoll gelten:a(x) I Q[xJund b(x) | Z[x] = ,,primitiv‘undsl Q
Welcheswir auch definieren mit:
Der GGT aller Koeffizienten=1
oder
Alle Koeffizienten sind teilerfremd

Was fehlt um faktorisieren zu kdnnen?
a(x) = a,(x)>a,(x) x..>a,(x)

Wie sieht es also mit der Polynom Multiplikation aus?
Das Produkt von 2 primitiven Polynomen ist wieder primitiv

Warum Faktorisierung in Zp[X]

Es gelte a(x) und b(x) primitiv und c(x)=a(x) b(x) dann sei c(x)
primitiv mit: Dannist:
a=aax b(x)=§ bhx" c=acx c=3ap,
j=0 k=0 1=0 j+k=l
Nun suchen wir uns ein p aus den Primzahlen heraus und schauen ob dieses p
alle Koeffizientenvon c(x) teilt

Wie teilt p die Koeffizientenvon a(x) und b(x)?

-Bei beiden Polynomen gibt es mindestens einen Koeffizienten der von p nicht
geteiltwird
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Warum Faktorisierung in Zp[X]

Nunwahlen wir ein Jound ein k; so aus das gilt :
p teilt &; fiiralle j < Jo

p teilt b firalle k< K,

und

p teilt @; nicht

Jo

pteilth, nicht

o
Nunmitl, = j, +k, betrachtenwir G, = a ab,

i+k=lo

Dies kann man allerdings auch anders darstellen:

k>k%,j<j0 J>jgk<ky
Clo = a- aibk+ a aibk+aiobko
j+k=l j+k=lo

Damit teiltp G, nicht und damit ist c(x) primitiv

Teil 1 Berlekamp

Sei a(x) das zu faktorisierende Polynom

Dann gebe es ein Polynom b(x) so das gilt:
b(x) ist vom grad her kleiner als a(x)
b(x) ist nicht das Nullpolynom
a(x) teilt b(x)” - b(x)

bzw. ol
a(x) teilt O (b(x) - k)
k=0
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bi(x) ist vom grad her Kleiner als a(x)
b(x)ist nicht das Nullpolynom

Teil 1 Berlekamp |75,

Wenn diese Bedingungen gelten kdnnen wir eine Faktorisierung von a(x) bilden, denn:

a(x) teilt ggT (a(x),ékj1 (b(x) - Kk))

k=0

daim ggT gilt : Sind a und b teilerfremd, dannist gzTiaf, i = gxTia,m) - 22Tk m)
und da flr alle Werte k=0,...,p-1 die Polynome b(x) — k paarweise teilerfremdsind gilt auch:

Rl
a(x) teilt O (99T (a(x),b(x) - k)

k=0
Hierdurch gilt auch alle Werte k= 0,...,p-1 99T (a(x),b(x) - k) teilt a(x)
Da wieder alle Polynome b(x) — k teilerfremd sind gilt ebenfalls

O (90T (a(x),b(x) - k) teilta®)
k=0

Teil 1 Berlekamp

Damit gilt a(x) = 6 (ggT (a(x),b(x) - k)) und damitist dies eine Faktorisierungvon a(x)
k=0

Damit haben wir das Problem soweit vereinfacht,
so dass wir nun nur das Polynom b(x) finden miissen

Sei a(x) vom Grad n dann hat b(x) die Struktur b x™*+..+bx+h,
wobei b, ; =0 geltenkann. Dann ist:

b(X)? = (B, X" +...+ bx+by)®
= bﬁlx(”’l)P +.“+blpxp +b()p

=b, X" 9P+ +bxP +b,
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Teil 1 Berlekamp oo

Nun nehmen wir uns diesen Term und Dividieren die x mit a(x)
und merken uns den Rest und die Quotienten

xP =a(x)qg; (X) +r,(x) mit j=0,...,n-1

Da wir definiert haben a(x) teilt b(x)” - b(x) gilt dies genau dann wenn a(x)
bn-lrn-l(x) Tt blrl(x) + bo - b(X) te”t

Allerdingsist dieses Polynom vom Grad her kleiner als a(x).
Damit kann a(x) nur diese Polynom teilen wenn es dass Nullpolynomiist.
Byl (¥) o B(X) +hy - () =0 S b1, 4 (X) +...+byr (X) +b, = b(x)

Diese Gleichungssystem kann mit Koeffizienten vergleich geldst werden.

Teil 1 Berlekamp

Beispielrechnungmita(x) = (x + 2)(x3+ 1) =x3+ 2x2 + X + 2 in Zp p=3

1. Bestimmen der Reste
XU>§ X1>§ XZ)Q
rest =1 rest =1+2x+ x2
a(x) a(x) a(¥

2

rest = X

2. Bestimmen der Koeffizienten von b(x)
b,X* +b,(1+ 2x+ X2) +h, =b,x? +bx+h,
bX* +byx” + 20X+ +by =b,x? +bX+hy,
bx*+bx+b =0

Das zeigt und das b1 = 0 sein muss und b2 und bo frei wéhlbar sind allerding so das b(x)
nicht das Nullpolynomist. Zur einfachen Weiterarbeitsei b(x) =x2 + 2
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1.Bestimmen der Reste Te I 1 Be Ie kal ' l
2.Bestimmen der Koeffizienten von b(x) I r

3.Berechnen der GGT zur Bestimmung der Faktorisierung a(x)= (x+2)(C+ 1) =)+ 2x2 X +2

3. Berechnen der ggTs zur Bestimmung der Faktorisierung

g9T(a(x),b(x)-0)=ggT(x3+ 2x2+ x + 2 , X2 + 2) = x+2
gaT(a(x),b(x)-1)=ggT(x3+ 2x2+x+2,x2+1)=x2+1
ggT(a(x),b(x)-2)=ggT(x3+ 2x2+x+2,x?3) =1

Damit haben wir die Faktorisierung gefunden
XB+2x2+x+2=1 (x+2) (x2+1)

Dabei sei zu Beachten, das hier die Selbe Faktorisierung wie in Z[x] herausgekommen
ist, hat mit der Wahlvon p zu tun.

Denn bei p =5 wéhre z.B. herausgekommen x3+2x2+x+2 =1 (4+4x+x?) (3+x) =x3
+7X2 +16x + 12

Teil 2 Berlekamp

Neben dem Ergebnis der Faktorisierung kann durch den Berlekamp als Nebeneffekt
die genaue Anzahl der verschiedenen irreduziblen Faktoren bestimmt werden

Hierzu schauen wir uns den eben gebildeten Algorithmus mal anders an.
aar0,0 rD,l L rD,n»l 9

R=G Mo M L T +seieinen xn Matrix, welche aus den Koeffizienten der
Eu I O I Restpolynome gebildetwird dabeisind I, gebildet
L

I b
M0 Mo M'-1n-1 g aUS a kommt von r,(X) und b kommtvon X

b, .., (X) +...+br(X)+b, - b(x) =0 kann man dadurch umformenin

b, 0 a0 o . .
¢ = ¢ = wobeiE die nx n Einheitsmatrixist
(R- B)>§ & 72607 s canti

X T und b(x) reprasentiert

&5 G
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@ 0 @99
S
- b + cO+
Teil 2 Berlekamp ~ «=i:
b5 o
Anhand der Matrix (R — E) kdnnen wir nun ablesen wie viele Faktoren a(x) besitzt.
Dafiir miissen wir nur die Dimension der Matrix bestimmen und dann ist
J=N-D mit:
N = Anzahl der Restegleichungen
D = Rang der Matrix
Gezeigt am vorherigen Beispiela(x) = (x + 2)(x2+ 1) =x3 + 2x2 + X + 2 in Zp p=3
Wir haben wieder die Reste:
08 8 28
X res=1 X" rest =1+ 2x+x? X ret=x
a(x) a(x) a(x)
@ 0 @99
S
- b +_¢O0+
Teil 2 Berlekamp ~ «=i
b5 o
x> rest=1 x® rest =1+2x+ x2 x* rest = x?
a(x) a(x) a(x)
d 0 09 ® 0 06
Damit ist R=gl 2 1:und R- E =gl 1 1:Damitistder RangvonR-E=1
0 0 15 % 0 0

Und die Anzahl der Faktoren=3 -1 = 2 so wie es gewolltwar

Nach Anwendung dieser Algorithmen stellen wir fest das wir eine Faktorisierungin
Verschiedene Faktoren finden, welche allerdings noch Quadrate enthalten.

Daher sollte stets, vor Anwendung des Berlekamp Algorithmus, eine quadratfreie
Faktorisierung vorgenommen werden.
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Quadratfrei in Zp[X]

Nunwird ein Algorithmus beschrieben fir a(x) | GF(q)[x] wenn gilt:
a'(x)=0ist

g=p" mit p als Primzahl

b(X)" sei das Ergebnis der Faktorisierung

Da a‘(x) = 0 mussen alle Potenzen in a(x) durch p teilbar sein.
a(x) =a, +a,x? +K+a, x®
Dann wéhlen wir
b(x) =h, +bX+IK+ b mit b, =af”
Mit dieser Wahl ergibt sich:
b(x)® = (b + bx+K+b,x)°?
= bop + blep +K+ qpxkp
=a,+a,x" +K+a,X? =a(x)

Giltallerdings a‘(x) = 0 nicht so muss und kann auf andere Algorithmen zugegriffen werden

Quadratfrei in Zp[X]

Beispiel filr a(x) =1+2x7 +3x* = (1+2x+3x2)7 in Zx] mit q = p" =17":
a'(x) =17XRx*° +17>6x* =0

Dann bestimmen wir das neue Polynom b(x) mit :
b, =af firj={0,1.2}
by=1"=1 B=2""=2 b=3"=3

Damit st b(x) =1+ 2x+3x? und unsere Faktorisierung mit a(x) = b(x) "korrekt
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Fazit

Wir haben gelernt, dass es geniigt, um Polynome in Q[x] zu faktorisieren sich auf den
Raum Z[x] zu beschranken.

Ebenfallsist es einfach, bei intelligent Gewahlten p, im Raum Zp[x] an viele
Informationen zu kommen ohne den kompletten Raum Z[x] zu betrachten

Der Berlekamp Algorithmus hat die Vorteile durch die Arbeit in Zp[x], allerdings kann
bei zu grof} gewahlten p langen Laufzeiten kommen.

Bessere und schnellere Algorithmen wéhren im néchsten Vortrag vorgestellt worden
wem durch diesen Vortrag Interesse geweckt wurde kann sich im Koepf ab Kapitel
8.4 mehr Informationen hohlen.

ENDE

Fragen ???
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