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1. Polynome im Uberblick

* Definition Polynom:
Summe von Vielfachen von Potenzen einer Variable x

n

n n-1 - k
alx)=ax"ta x""t. . taxta,- Z a,x
=0

* (Grad desPolynoms (deg(a)):
hochster Exponent r, bei dem der Koeffizienta # 0

* Fuhrender Koeffizient:
Koeffizient vor hochstem Exponenten (¢ ,wenna #0)
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1. Polynome im Uberblick

* Addition:
- deg(a+b) < max(deg(a), deg(b))
n m max( m,n)

;Oakxk + ;Obkxk = Zo(ak t b, )x*

* Multiplikation
- deg(a'b) = deg(a) + deg(b)

n m mtn

Z a,x’ DZ b, x" = Z ¢, x"
=0 =0 =0
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1. Polynome im Uberblick

* Additions- und Multiplikationsalgorithmen von Zahlen
auch auf Polynome anwendbar

- Weglassen der Ubertrage:

* Zahlen: 7 5 Polynome: Tl 50
1 8 +o1x 8y’
= 9 3 = 8x' 13x°

* Vorteil: einfachere Implementierung
* Nachteil: beliebig grole Koeffizienten
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2. Multiplikation: W
Der Karatsuba-Algorithmus

e Karatsuba-Algorithmusfur Zahlen:

- Zerlegung der Faktoren:
xz all0"?+ b
y= 0"+ d
x0y = (00”24 b)0cm0” + 4]
= ale00"+ (a0d + blc)010"* + bd
- Anwenden der Identitat (nur noch 3 Multiplikationen):
ald+ bllc=allct blld + (a- b)D(d- c)
x0y= ale0l0"+ (alct bOd + (a- b)0d - ¢))010"* + bld
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2. Multiplikation:
Der Karatsuba-Algorithmus

* Karatsuba-Algorithmusfur Zahlen:
- Beispiel:
x=6394 0 x=63010"+94= 6010+ 3)010%+ (9010 + 4)
y=8312 0 x=83010%+12= (8010+ 3)010* + (1010 + 2)
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2. Multiplikation:
Der Karatsuba-Algorithmus

long multiply( long x, long y ) {
long a, b, ¢, 4, n, pl, p2, p3;

// Maximum der Anzahl der Stellen

n = max. Stellen von x und y, auf ndchste 2er-Potenz erhdht;

// wenn mehr als eine Stelle, Karatsuba
if(n>1) {

// Zerlegung von x und y

b = x mod 10~ (n/2);

a= (x-Db) / 10%(n/2);

d = y mod 10~ (n/2);
c=(y-d) / 10~(n/2);

// die drei Produkte

pl = multiply( a, c )

P2 = multiply( b, d );

p3 = multiply( a - b, d - c );

// Resultat berechnen
return pl * 10*n + ( pl + p2 + p3 ) * 10 (n/2) + p2;
}

return x * y;

}
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2. Multiplikation:
Der Karatsuba-Algorithmus

* Karatsuba-Algorithmus fur Polynome:

- Koeffizientenlisten statt Zahlen
(hier: fUhrender Koeffizient am Listenanfang)

- Alle Rechnungen ohne Ubertrage

— Beispidl:
X =1[6;3;9;4] — a=1[6;3]und b = [94]
y=1[83;1;2] - c=[83]undd =[12]

weitere Zerlegung der Listen, bisListen nur noch auseinem
Hement bestehen ...
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2. Multiplikation: W
Der Karatsuba-Algorithmus

list multiply ( list x, list y ) { //---- Resultat berechnen ----
list a, b, ¢, 4, pl, p2, p3, // Liste der Linge n/2,
midterm, tab, result; // nur mit Nullen
int n; tab = new list();
for( int 1 = 0; i < n/2; ++i )
n = max. Anzahl Koeffizienten von x und tab.addFirst( 0 );

y, auf ndchste 2er-Potenz erhoht;
// Pl + p2 + p3

if(n>1) { midterm = plus( pl, p2, p3 );
// Listen mit Nullen bis n auffillen // pl * 10”n
while( x.size() < n ) x.addFirst( 0 ); pl.append( tab );
while( y.size() < n ) y.addFirst( 0 ); pl.append( tab );
// Zerlegung der Koeffizienten-Listen // midterm * 10”(n/2)
a = subList( x, 0, n/2 -1 ); midterm.append( tab );
b = sublList( x, n/2, n );
c = sublist( y, 0, n/2 - 1 ); return plus( pl, midterm, p2 );
d = sublist( y, n/2, n); [/-——==——————
}
// die drei Produkte
Pl = multiply( a, c ), result = new list();
P2 = multiply( b, 4 ); result.addFirst( x.getFirst() *
p3 = multiply( subtract(a, b), y.getFirst () );
subtract(d, c) ); return result;
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2. Multiplikation:
Der Karatsuba-Algorithmus

 Komplexitat:
- Addition: O(n

- Schulmultiplikation: On?]

- Karatsuba-Algorithmus: O(nl"gz3 )= O(nl’sg)

Ziel: O(n log, n)
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT
3.1 Stutzstellendarstellung

* Bisher: Koeffizientendarstellung

n

n n-1 - k
- alx)zax"ta_ x"'t ..t axt ao—z a,x
=0

* Jutzstellendarstellung:

— eindeutige Darstellung des Polynoms a durch n \Werte

Y, - Y, , @n nvorgegebenen verschiedenen Jellenx,, ...

x ,wenndeg(a)=n-1
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT
3.1 Stutzstellendarstellung

e Auswertung des Polynomsan der Selle x
(Vektorschreibweise):

0

C I 1cC 11

|
~
)
|
N
)
QL
S
1
-
e e s

- Beispiel:
a(x) = 3x7 4+ 2x+ 1
seix,=2 0 a2)=3Mm*+20+1=17

i

al2)=(1 2 3)0p2p=101+ 202+ 30%= 17

121
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT
3.1 Stutzstellendarstellung

e Auswertung desPolynomsann Sellenx,, ..., x
(Vektor-Matrix-Multiplikation):

- (J’o yn-l):(ao an-l)D

N N 1 N I

(yo yn-l):(ao an-l)DT
T ist Transformationsmatrix

* Ricktransformation in Koeffizientendarstellung:

B (yO yn-l)DT-l:(aO an-l)
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT W
3.1 Stutzstellendarstellung

* Multiplikation in Stutzstellendarstellung:

- Bnfache Multiplikation der Werte (Voraussetzung: gleiche
Stutzstellen bei beiden Polynomen)

- Komplexitat ist O(n)
* Problem:

- Komplexitat der Transformation ist O(n?)
* Losung:

- Vielfache der primitiven n-ten Bnheitswurzel als
Stutzstellen verwenden (Diskrete Fouriertransformation)

- Komplexitat nur noch O(n-logn)
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT W
3.2 Einheitswurzel

* Definition:
Sl R ein kommutativer Rng mit Bnselement 1 und n > 1
eine Naturliche Zahl. { € R heil¥t n-te Bnheitswurzel, wenn

=1
und primitive n-te Bnheitswurzel, wenn zusatzlich
C£1fiir0<k<n

o Beispiel 1-R = Z,:
2 und 5 sind primitive 6-te Bnheitswurzeln in R,

- denn2°= 64mod9=1
- denn 5°=15625mod 9 =1
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT W
3.2 Einheitswurzel

* Beispiel 2- R = C (komplexe primitive n-te Bnheitswurzel):

E 2Min

[ =e" , denn { =e " =& =cos(2n)+ilsin(2n)=1+i00=1

- Punkte £* fiir 0 < k < n bilden ein regelmaRiges n-Eck auf
dem Bnheitskreis der Gaul3schen Zahlenebene:

4'2
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT W
3.2 Einheitswurzel

* Beispiel 2- R = C (komplexe primitive n-te Bnheitswurzel):

E 2Min

[ =e" , denn { =e " =& =cos(2n)+ilsin(2n)=1+i00=1

- Ist n gerade so qilt:

ﬁ+k

SRENG

— Das Quadrat einer primitiven n-ten Bnheitswurzel ist
primitive n/2-te Bnheitswurzel.

21 2mil2 2nilR 21
- - 2h/2 _ 2
Ee”%—e”—e/—e”/
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT
3.3 Schnelle Fouriertransformation

* Transformation eines Polynomsa in
Sutzstellendarstellung mit deg(a) =n — 1 und

2mi

(" fiir 0<k<n mit —e”

als Stutzstellen ergibt eine symmetrische
Transformationsmatrix (Fouriermatrix):

} xOO . xﬂ_lO } HZ (()): 511: Z j: Z3EOH Hl

- R A S A

%X n-1 X n-l% ZODZ ZIDZ sz Z 1
0 n-1 HZ 0B ZIB Z2B Z H
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT W
3.3 Schnelle Fouriertransformation

* |dee desFFT-Algorithmus:

- Zerlegung des Polynomsin ein Polynom mit geraden und
eins mit ungeraden Koeffizientenindex:

- 2 -1
a(x) =a,taxtaxt..ta_ x"

am(x) =a,t axtax’t . ta x"

a[zl(x) =ataxtax’t .. ta x"!

] a(x) = a[l](x2)+ xDa[z](xz)

— Nur noch Auswertung der Teilpolynome notwendig

- Rekursive Fortsetzung der Zerlegung
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT W
3.3 Schnelle Fouriertransformation

// Fihrender Koeffizient // Zerlegung der Koeffizientenliste
// am Listenende ! for( int j = 0; j < n-1; j+=2 )

// evenList.addLast( l.get( j ) );
// Voraussetzung: for( int j = 1; j <n ; j+=2 )

// Koeffizientenanzahl oddList.addLast( l.get( j ) )

// ist 2er-Potenz

a = fft( evenlist );
list f£ft ( 1list 1 ) { b = £fft( oddList );
complex zeta, cl, c2;
list // Werte an den Stellen zeta”“k bestimmen
evenList = new list(), for( int k = 0; k < n/2; ++k )
oddList = new list(), {
a, b, cl = a.get( k ) + zeta*k * b.get( k );
tabl = new list(), c2 = a.get( k ) + zeta”*k * -b.get( k );

tab2 = new list();
tabl.addLast( cl );

// Anzahl Koeffizienten tab2.addLast( c2 );
n = l.size(); }
if(n>1) { // Liste tab2 an Liste tabl hidngen
tabl.addAll( tab2 ) ;
// primitive n-te return tabl;
// Einheitswurzel }

zeta = e*( 2*n*i / n );
return 1;

}
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT
3.3 Schnelle Fouriertransformation

* Beispiel:
FFT fur Polynom £ mit deg( /) =7,
d.h. Esgibt 8 Koeffizienten (a bisa.)

O=sk<38 f(zeta”k)

/

O=sk<4 a.get(k) zeta”k * b.get(k)

e T~

O=sk=<2 aa.get(k) £ zeta"2k * ab.get(k) ba.get(k) + zeta”2k * bh.get(k)

f N NN/

\/

0=sk<1 a0 £ zeta™4k*a4 a2 + zeta®k™a6 a1l +xzeta®4k™ab a3+ zeta®dk*a7
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT
3.3 Schnelle Fouriertransformation

* Komplexitatsanalyse:

- Anzahl Rekursionsstufen (p):
p =log n,wenn n = 2" die Anzahl der Koeffizienten ist

— O(n) Operationen pro Rekursionsstufe

- Komplexitat des FFT-Algorithmus:
O(np) = O(nlog n)

— Beispidl: =8

8+2-4+4-2=8-3=8"log8=nlogn
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT W
3.3 Schnelle Fouriertransformation

* Inverse Schnelle Fouriertransformation (IFFT):

— Analog zur FFT, nur andere Transformationsmatrix

— |Inverse Fouriermatrix: Im A

e Satt n-ter Bnheitswurzel, b Z
iInverse n-te Bnheitswurzel verwenden
(konjugiert komplexe n-te Bnheitswurzel)

* Hemente durch n dividieren

1 1 1 1
Fln;‘*lﬂ@l -1 -1 i E
49 -1 1 -18 n

-
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3. Schnelle Multiplikation mit FFT W
3.3 Schnelle Fouriertransformation

list multiply( list 11, list 12 ) {
list result = new list();

// Grad der Multiplikation ist n+m

int m = 1ll.size();
int n = 12.size();
int num = (n + m) auf ndchste 2er-Potenz erhéht;

while( ll.size() < num ) 1ll.addLast( O );
while( 1l2.size() < num ) 1l2.addLast( 0 );

// Fouriertransformation, O(n-logn)
11 = £££( 11 ) ;
12 = ££ft( 12 ) ;

// Multiplikation der Werte, O(n)
for( int i = 0; i < 1ll.size(); ++i )
result.addLast( 1ll.get( 1 ) * 1l2.get( i ) );

// Inverse Fouriertransformation, O(n-logn)
result = ifft( result );

// Koeffizienten durch n dividieren
for( int i = 0; i < result.size(); ++i )

result.set( i, result.get( i ) / n );

return result;

}
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