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Grenzen der Aussagenlogik

Gegeben
o Alle, die die Vorlesung besuchen, bestehen die Klausur (A)
e Susi besucht die Vorlesung (B1)
* Bernd besucht die Vorlesung (B2)
e Linda besucht nicht die Vorlesung (B3)
» Alex hat die Klausur nicht bestanden (B4)
Gewlunschte Folgerungen:
» Susi bestent die Klausur (C1)
e Bernd besteht die Klausur (C2)

e Linda? Alex?
Aussagenlogische Formeln:

e AAB1-C1

e AAB2-C2
Gewulnschte Formel:

* besuchtVorlesung (x) - bestehtKlausur (x)

In der Aussagenlogik:
 keine Variablen

 keine variablenabhangigen
Aussagen




Grenzen der Aussagenlogik
Gegeben

« Die Klausurnote eines Studenten, der alle Ubungen geldst hat, ist 1 oder 2
« Susi hat alle Ubungen geldst
« Bernd hat alle Ubungen geldst
 Linda hat nicht alle Ubungen gelost
e Alex hat eine 5 in der Klausur
Gewllinschte Formel:

« hatAlleUbungenGeldst (x) — (Klausurnote (x) < 2)

In der Aussagenlogik:

 keine Variablen
 Kkeine variablenabhangigen Aussagen

e keine Funktionen Uber Variablen

(A)

(B1)
(B2)
(B3)
(B4)



Grenzen der Aussagenlogik

Gegeben
* Eine Vorlesung, die nur von Studenten oder nur von Studentinnen besucht wird,
ist langweilig (A)

e Susiist eine Studentin (B1)
* Berndist ein Student (B2)
e Susi besucht GTI (B3)
 Bernd besucht GTI (B4)
e GTlist nicht langweilig (B5)

Gewiunschte Formel:

* ((besuchtVorlesung (v, s) — weiblich (s)) v (besuchtVorlesung (v, s) - “weiblich (s)))
— langweilig (v)

Wie druckt man aus, dass eine
Vorlesung nur von Studenten oder
nur von Studentinnen besucht wird ? « keine Variablen

In der Aussagenlogik:

Wie driickt man aus, dass es fiir jede eine variablenabhangigen Aussagen

Vorlesung tberhaupt Studenten oder « keine Funktionen tber Variablen
Studentinnen geben sollte, die sie
besuchen ?

o keine Operatoren ,ftr alle* oder ,es gibt"




Von der Aussagenlogik zur Pradikatenlogik

In der Aussagenlogik:

keine Variablen

keine variablenabhéangigen
Aussagen

keine Funktionen

keine Operatoren , fur alle”
oder , es gibt”

In der Pradikatenlogik:

Variable
Pradikate

Funktionen

Quantoren
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Pradikatenlogik

« Variable

In eine Variable dlurfen beliebige Elemente eingesetzt werden.

Kénnten nicht die Literale in der Aussagenlogik als Variable aufgefasst werden ?

Was ist bei Literalen in der Aussagenlogik anders ?

e Pradikate

Ein Pradikat ist eine Aussage, die von anderen Werten abhangt.

Die Anzahl der Werte, von denen ein Pradikat abhangt, ist
fur jedes Pradikat eine beliebige, aber feste Zahl.

Ein Pradikat, das von k Werten abhangt, heif3t k-stellig.
Kurzform: P(x,, %x,, ..., X,)



Pradikatenlogik

 Beispiele zu Pradikaten:

1. Zwei Personen sind miteinander verheiratet
2. Eine Person liebt eine andere

3. Eine Person hasst eine andere

4. Eine Person besucht die Vorlesung GTI

5. Eine Person besucht eine beliebige Vorlesung

6. Ein Ort liegt zwischen zwei anderen



Pradikatenlogik

e Funktionen

Eine Funktion ist eine Zuordnung, die einer Menge von
Werten einen neuen Wert eindeutig zuordnet.
Kurzform: £(x,, x,, ..., X)) =Yy

Eine Funktion, die von k Werten abhangt, heildt k-stellig.

Bsp.: Dricke folgenden Sachverhalt mit pradikatenlogischen Hilfsmitteln aus:

(2 < x<4) N(OLKy<®6) A(x+y>7) AN(ix-*y < 10)



Pradikatenlogik

« Quantoren

fur Aussageformen, die nur von x abhangen:

Der Existenzquantor dx (...) beschreibt die Aussage, dass es
(mindestens) einen Wert flr x gibt, der die dahinter stehende
Aussageform in x zu einer wahren Aussage macht.

Der Allquantor Vx (...) beschreibt die Aussage, dass
jeder Wert flur x die dahinter stehende Aussageform in x

zu einer wahren Aussage macht.

Die Definitionsbereiche fir die Variablen dirfen eingeschrankt

werden: . . . . )
Fur den Existenzquantor ist das eine Verscharfung,

far den Allguantor eine Abschwachung der Aussage.

fur Aussageformen, die von weiteren Variablen abhangen:

Existenzquantor dx (...) und Allquantor Vx (...)
beschreiben Aussageformen, die nur noch von den restlichen
Variablen abhangen, da Uber x die Aussage bereits gemacht ist.



Pradikatenlogische Formeln

 Eine pradikatenlogische Formel 1. Stufe ist eine Verkntpfung von
endlich vielen Variablen, Funktionen und Pradikaten mit
aussagenlogischen Operatoren oder Quantoren, die sich nur auf

Variable beziehen.

Bsp.: VX (R(y, 2) A 3y (=P(y, x) v R(y, 2)) )

Grune Vorkommen von y und z sind frei.
Rote Vorkommen von X, y und z sind gebunden.



Pradikatenlogische Formeln

« Eine Belegung einer Formel ist eine Zuweisung von
Werten aus festgelegten Definitionsbereichen an die
freien Variablen derart, dass dieselben Variablen immer
denselben Wert erhalten.

 Eine Formel heil3t erfullbar, wenn es eine Belegung gibt derart,
dass die Formel wahr ist.

d.h. kein Algorithmus kann jemals in der Lage sein, von jeder Formel

@ » Das Erfullbarkeitsproblem ist in der Pradikatenlogik nicht entscheidbar,
zu entscheiden, ob sie erflllbar ist oder nicht.

Das pradikatenlogische Erfullbarkeitsproblem ist unlésbar !

Das Wort Belegung kann noch allgemeiner aufgefasst werden:

« Eine Belegung einer Formel mit abstrakten Pradikats-, Funktions-
und Variablensymbolen ist eine Zuweisung von konkreten
Pradikaten, Funktionen und Werten an die Variablen, die mit den

Definitionen Ubereinstimmt. Interpretation®, , Modell*
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Anwendung: Logische Programmierung in der Kl

_ _ _ erst recht nicht l[6sbar fur
Eigentliches Ziel: Konstruktionsaufgabe allgemeine Formeln

Gegeben eine Menge Z von logischen Formeln. Bestimme alle Formeln F, die aus & folgen.

Hilfsziel: Verifikationsaufgabe nicht I6sbar fir allgemeine Formeln

Gegeben eine Menge # von logischen Formeln und eine (neue) logische Formel F.
Bestimme, ob F aus Z folgt.

Aquivalente Formulierungen zur Verifikationsaufgabe:

1) Gegeben eine Menge & von logischen Formeln und eine (neue) logische Formel F. Bestimme,
ob die Formelmenge {-F} u # widersprichlich ist.

2) Gegeben eine Menge & von logischen Formeln. Bestimme, ob sie widersprichlich ist.

entspricht Erfullbarkeitsproblem: nicht I6sbar fir allgemeine Formeln

Moglichkeit zur Vereinfachung des Problems:

Schranke die zulassigen Formeln ein!
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Anwendung: Logische Programmierung in der Kl

Das Prinzip der Programmiersprache PROLOG:

PROLOG versucht, mittels wiederholter und verschachtelter Anwendung
von Resolution und anderen Techniken
ZU einer gegebenen Formelmenge einen Widerspruch zu finden.

Satz (Widerspruchsvollstandigkeit):

Falls die Formelmenge widerspruchlich ist, kann man den Widerspruch immer finden.

Was fehlt ?

Satz (Folgerung der Folgerbarkeit aus der Widerspruchsaufdeckunq):

Wer zu jeder Formelmenge jeden Widerspruch aufdecken kann,
kann zu jeder Formelmenge und zu jeder neuen daraus folgenden Formel beweisen,
dass die neue Formel aus der alten Formelmenge folgt.

Was fehlt hier ?



Anwendung: Logische Programmierung in der Kl

Wie macht man aus PROLOG eine vollstandige

Programmiersprache ?

Durch Beschrankung der Eingabe !

PROLOG akzeptiert nur Mengen von Formeln der Form:

PAQA...AT—>X

Regeln (Hornklauseln)

In der Voraussetzung darf nur eine
Konjunktion von positiven Literalen stehen.

Satz (Vollstandigkeit der Resolution auf Hornklauseln):

@ Fur jede Menge von Hornklauseln und eine neue Hornklausel kann Prolog nach endlicher
Zeit entscheiden, ob die neue Hornklausel aus der alten Menge folgt oder nicht

@  Anmerkung: ,Endliche Zeit* kann ,sehr lange“ heiRen !



Anwendung: Logische Programmierung in der Kl

Wie erkennt man, ob eine Formelmenge nur aus Formeln
besteht, die aquivalent zu Hornklauseln sind ?

Die Formelmenge sei in KNF gegeben, d.h. als eine Konjunktion von Disjunktionen.

Die einzelnen Klauseln (Disjunktionen) seien die einzelnen Formeln.

Eine einzelne Formel ist nach Definition eine Hornklausel, wenn sie aquivalent zu einer Regel
ist, deren Voraussetzungen alle durch einen positiven Literal reprasentiert sind.

Eine Hornklausel sieht also immer so aus:

PVQV...Varvx Maximal ein Literal ist positiv.

Anmerkung:

Naturlich kann man eine beliebige Aussage auch durch einen negativen Literal reprasentieren.

Um die Hornklauseleigenschatft zu erhalten, muss dieser Literal dann aber in allen Voraussetzungen
von Regeln, in denen er vorkommt, in negativer Form auftauchen.

Daher kbnnen wir uns ohne Beschrankung der Allgemeinheit auf positive Literale beschranken.



Pradikatenlogik

Beschreibung der semantischen Eigenschaft einer Formel
F(x, x,, ..., x,) Mit pradikatenlogischen Mitteln:

F ist erfullbar:

1 %, %x,, ..., %X (F(x,, X, ..., X) o T)

F ist widersprichlich:

V%, %x,, ..., X (F(x,, %,, ..., X) o 1)

F ist gultig (Tautologie):

V %, %,, ..., X (F(x%,, X,, ..., X) o T)

F ist widerlegbar:

1 %, %, ..., %X (F(x,, %,, ..., X)) o 1)

Was fallt auf ?



Pradikatenlogik

, Rechenregeln” fur die Quantoren:

Was gilt bei der Vertauschung verschiedener Quantoren ? (,=,<,%)

Ix Yy (F(X,Y)) Vy 3Ix (F(x,y))

dy Vx (F(x.y)) Vx 3y (F(x,y))

FH Wedel Prof. Dr. Sebastian lwanowski GTI122 Folie 17



Pradikatenlogik

, Rechenregeln” fur die Quantoren:

Was gilt bei Hineinziehen von Quantoren in A oder vV ? (&,2,<,<)

Vx (F(x)) v VY x (G(x)) V' x (F(X) VvV G(X))
Vx (F(X)) A VX (G(x)) vV x (F(X) A G(xX))
Ix (F(x)) v Ix (G(x)) Ix (F(x) v G(x))

Ax (F(x)) A Ix (G(x)) Ix (F(x) A G(x))



Pradikatenlogik

Arithmetische Vergleichspradikate:

Prafix-Notation Infix-Notation Postfix-Notation

(Standard in Pradikatenlogik) (Standard in Arithmetik) (Standard auf alten
Taschenrechnern ohne
Klammern)

lessThan (x,y) x <y x, vy, <

equal (xIY) X =Yy X, Yy, =

Mit diesen beiden Pradikaten lassen sich alle anderen
Vergleichspradikate bilden:

X

X

X

<

v

v H

y

Wie drickt man mit diesen Pradikaten aus,

Y
Y dass eine Zahl x zwischen y und z liegt ?
Y



Pradikatenlogik

Arithmetische Vergleichspradikate:

Bilde das Gegenteil von:

1) (x>0) V ((y+x)<0)

2) Vy<0 ((x>0) V ((y+x)<0))



Pradikatenlogik

Was bedeuten eingeschrankte Definitionsbereiche fur Quantoren ?

V yeD (P(y)) IistKurzschreibweisevon: V y (yeD - P(y))

©Vy (y¢D V P(y))
1 yeD (P(y)) IstKurzschreibweisevon: 3 y ((yeD A (P(y))

Daher gilt ftr die Negation:

= (Y yeD (P(y))) © =~(V y (y¢D V P(y))) © 3y (yeD A =P(y))
< 4 yeD (=P (y))

-(d yeD (P(y))) © —(d y (yeD AP(y))) ©V y (y¢D V =P(y))
< V yeD (=P (y))

= Eingeschrankte Definitionsbereiche flir Quantoren werden bei
Negationen nicht ebenfalls negiert !



Pradikatenlogik

Anwendung auf Aufgabe von vorhin:

Bilde das Gegenteil von: Vy<0 ((x>0) V ((y+x)<0))

LOsung:
Vy<0 ((x>0) V ((y+x)<0))
Ist Kurzschreibweise von: Vy (= (y<0) V ((x>0)V ((y+x)<0)))
,Gegentell” soll heil3en: Negation der oben angegebenen Formel
= Vy (=(y<0) V ((x>0)V((y+x)=0)))
< dy ((y<0) A (xs0) A ((y+x)>0)))

o Jy<0 ((x<0) A ((y+x)>0)))
o 1 furallex

Also ist die Negation ein Widerspruch

Was folgt dann fur die urspringliche Formel ?



Pradikatenlogik
Achtung: Unterscheide, wo die Negation steht:

Aussagen fur negierte Formeln: (F(x) < T) & (-F(x) < 1)
(qgilt fir beliebige x)

Damit gilt: F (x) ist Tautologie = —F (x) ist Widerspruch
F (x) iIst erfullbar = —F (x) ist widerlegbar

Also ist die Formel F(x) © Vy<0 ((x>0) V ((y+x)<0)) eine Tautologie,
da —-F (x) © - (Vy<0 ((x>0) V ((y+x)<0))) ein Widerspruch ist.

Negierte Aussagen fur dieselbe Formel F (x):

F (x) ist Tautologie & F (x) ist nicht widerlegbar
F (x) Ist widerlegbar = F (x) Ist nicht Tautologie
F (x) Ist erfullbar 2= F (x) Ist nicht widersprichlich

F (x) ist widersprichlich < F (x) Ist nicht erfullbar

Unterscheide: F(x) ist nicht widerlegbar # —F (x) ist widerlegbar
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